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Abstrak
Himpunan A merupakan semimetrik-semimetrik diperluas terdefinisi atas himpunan X vyang
menghasilkan suatu keseragaman atas X, yang akan membangun suatu topologi seragam T untuk X.
Andaikan B merupakan himpunan semimetrik-semimetrik diperluas dan bersifat semikontinu bawah
yang terdefinisi atas X.Untuk suatu ¢ € X vyang tetap, didefinisikan himpunan
PRe= XeX:VbeB b xc <o .

P

Misalkan 3 merupakan topologi seragam bagi ¢B yang

dibangun oleh keseragaman yang dihasilkan oleh AUB. Jika ruang topologi (X, T) lengkap, maka ruang
P

topologi ( ©B,3) juga lengkap.

Kata Kunci : Topologi seragam, semimetrik, semikontinu, ruang topologi

. Pendahuluan
. . \ ) .
Andaikan X suatu ruang abstrak, dan X2 = X x X . Himpunan A= {(,X/ZXEX _disebut
himpunan diagonal. Didefinisikan himpunan st= {(, y: (/,X:GS untuk setiap scX?. Dan
untuk setiap s,t ¢ X2 didefinisikan sot= X,y : 3zeX x,z etdan z,y €5

Suatu keluarga Q yang terdiri dari himpunan-himpunan bagian dari X2 disebut sub basis
keseragaman jika dan hanya jika :

1 VseQ, maka A c s

2 VseQ,3teQotcst

3 VseQ,IteQ>rtot s
Suatu keluarga S yang terdiri dari himpunan-himpunan bagian dari X2 disebut basis keseragaman
bila S adalah sub basis keseragaman yang tertutup terhadap operasi irisan yang berhingga, yaitu :

4 Vs,teS, maka snt € S
Bila Q@ adalah sustu keluarga himpunan-himpunan bagian dari X2, maka yang dilambangkan dengan
/(Q) adalah keluarga semua irisan berhingga dari himpunan-himpunan dalam Q. Perhatikan bahwa
bila Q adalah suatu sub basis keseragaman, maka /(Q) merupakan basis keseragaman. Suatu
keluarga Vyang terdiri dari himpunan-himpunan bagian dari X2 disebut keseragaman atas ruang X
bila V'merupakan basis keseragaman dan memenuhi sifat :

5 Vst dengan seV dans ct « X% maka teV.
Bila S adalah suatu keluarga himpunan-himpunan bagian dari X2,maka yang dimaksud dengan Q(S)
adalah keluarga semua himpunan yang memuat himpunan-himpunan dalam S. Bila S suatu basis

keseragaman, maka Q(S) merupakan keseragaman atas ruang X.
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Suatu pasangan (X, /) dengan X'ruang abstrak tak kosong dan \Vadalah suatu keseragaman atas X

disebut ruang seragam dan untuk setiap vel/dan xeX, himpunan v x = y € X: X,y ev disebut

sekitaran dari x yang dihasilkan oleh oleh v.Suatu himpunan bagian H dari X disebut buka terhadap
keseragaman Vijika V x e H,3v €V 5 v x < H. Mudah dibuktikan bahwa keluarga 7 yang terdiri
dari semua himpunan buka terhadap suatu keseragaman IV merupakan suatu topologi, yang disebut

dengan topologi seragam yang dibangun oleh keseragaman V.

Il. Teori Penunjang
1.1 Ruang Topologi Lengkap:
Suatu himpunan terarah adalah suatu pasangan (D,>) dimana D himpunan tak kosong dan >

adalah suatu relasi yang didefinisikan pada D sedemikian sehingga :

1 YueD, maka u>u
2 Yuv,weD,u>vdanv>w=uz=>w
3 YuveD,3weD sehingga w>u dan w > v

Suatu fungsi s yang memetakan himpunan terarah (D,>) ke himpunan X disebut net. Selanjutanya
suatu net akan kita lambangkan dengan S, untuk setiap ne D. Suatu net S, dalam suatu ruang
keseragaman XV, disebut net Cauchy jika
VveV,3neD> S,,S, €v, untuk semua m.,n > n,. Suatu ruang seragam dikatakan lengkap
jika setiap net Cauchy dalam ruang seragam tersebut konvergen kesuatu titik dalam ruang itu
terhadap topologi seragam yang dibangunnnya.

Suatu ruang topologi (X, 7) dikatakan lengkap jika dan hanya jika terdapat suatu keseragaman
I/ atas X sedemikian sehingga ruang seragam (X;V/) adalah lengkap dan 7 adalah topologi seragam
yang dibangun oleh V.

Suatu pemetaan g: X2 — [0, disebut semimetrik diperluas yang didefinisikan atas himpunan

Xjika g memenuhi sifat-sifat berikut :

1 vV xe X, maka q x,x =0
2 vV x,ye X, maka g x,y = g Y,X
3 VXxyzeX, maka q X,y <q Xz +q z,y.

Pemetaan ini disebut semisimetrik hanya jika mempunyai nilai yang berhingga. Jika g adalah
suatu semimetrik diperluas yang didefinisikan atas himpunan X maka g disebut semikontinu bawah
jika g’{0,r] merupakan himpunan tutup dalam topologi hasilkali dari X2.

Andaikan A adalah himpunan semimetrik-semimetrik yang didefinisikan atas X Untuk ac A
dan > 0, kita definisikan :

Vo= XYy € X%ta xy <r
=at[or.
Akan dibuktikan bahwa keluarga semua himpunan bagian dari X2 merupakan subbasis

keseragaman.

31



Konstruksi Ruang Topologi Lengkap

Lemma 1: Keluarga K = bi'r :a€ A, r >0 adalah suatu subbasis keseragaman atas X.

Bukti :
1Acv,,,VaeAdanr:~0,sebaba x,x =0<r,vxeX
2 Jikav, eK,maka vy = X,y 1y, X €V,

= X,y:ayx=<r
= xy:ayx <r ekK

3 Jikav,  eK,maka v,:, juga berada dalam K, Ambil sebarang X,y € V, /5 °Vars2

pilihze X 5 x,z dan z,y berada dalamv,,,, makaa €y ¥a €z pa@y ¥r/2+r/2=r. Jadi @,r/zo Va,rlz)va,r'

Keseragaman V=Q(/(K)) yang diperoleh dengan cara demikian itu dari subbasis keseragaman K di
atas disebut keseragaman yang dihasilkan oleh himpunan semimetrik A.Keseragaman V ini
membangun suatu topologi seragam 7 untuk himpunan X, dan ruang topologi (X, 7) adalah lengkap
jika dan hanya jika ruang seragam (X, V/)juga lengkap.

Andaikan A dan B adalah himpunan semimetrik-semimetrik diperluas yang didefinisikan atas
X, dan V, W merupakan keseragaman atas X yang dihasilkan berturut-turut oleh A dan B . Misalkan
P c Xdan Ukeseragaman atas Pyang dihasilkan oleh A_B. Akan dibuktikan lemma berikut :
Lemma 2: Bila S, suatu net Cauchy dalam ruang seragam (P,U)maka S, juga merupakan net

Cauchy dalam ruang seragam (X, /) maupun (X, W).

Bukti :
Misalkan S, suatu net Cauchy dalam ruang seragam (P,U), dan v €V sebarang , maka terdapat as

,az, ... an €Adan ri,rz, ... rn > 0 sedemikian sehingga:

n
ﬂk:lvak w <V

: 2.
dimana Voor, = XY eXra XYy <r .

Andaikan u =( Ve ) A P?

Maka v < vdan ueU, sehingga ada n, € D sedemikian sehingga (Sm,Sn) € v .Akibatnya (Sm,Sn) €
v,untuk semua m,n > no.
Jadi S» merupakan net Cauchy dalam ruang seragam (X,V).Dengan cara yang sama dapat

dibuktikan bahwa S, juga merupakan net Cauchy dalam ruang seragam (X, W).

1.2 Konstruksi Ruang Topologi Lengkap
Andaikan A merupakan himpunan semimetrik-semimetrik yang didefinisikan atas himpunan X
dan 7 merupakan topologi seragam untuk X yang dibangun oleh keseragaman I/ yang dihasilkan
oleh A. Andaikan B adalah himpunan semimetrik-semimetrik diperluas yang bersifat semi kontinu
bawah yang didefinisikan atas X dan W adalah keseragaman atas X yang dihasilkan oleh B Untuk
suatu ¢ € X yang tetap kita definisikan :
Pg= xeX: VbeB b xc < o
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Andaikan 3 merupakan topologi seragam untuk Pc,B yang dibangun oleh keseragaman U yang

dihasilkan oleh A v B.
Teorema: Jika (X, T) merupakan suatu ruang topologi yang lengkap, maka untuk setiap ceX dan
setiap himpunan B yang terdiri dari semimetrik-semimetrik diperluas yang bersifat

semikontinu bawah dan didefinisikan atas X, ruang P, 5,3 juga lengkap.

Bukti:
Andaikan S, adalah suatu net Cauchy dalam ruang seragam F,;,U .

Menurut lemma 2. S, juga net Cauchy dalam ruang seragam (X, /) maupun (X, W). Karena ruang
seragam (X,V) adalah ruang seragam yang lengkap, maka S, konvergen kesuatu titk s € X
Perhatikan bahwa untuk setiap a € A dan r > 0, sekitaran vs,//s] dari titik s merupakan himpunan
buka dalam topologi 7. Maka terdapat no, € D sedemikian sehingga Sm € va,//s]. Akibatnya untuk
semua m = o, (Sm,S) € Va,rfS].

Karena S, merupakan net Cauchy dalam ruang seragam (X, W), maka untuk setiap be Bdan r
> 0 terdapat no € D sedemikian sehingga (Sm,Sn) €W, jp= bt :[O,r/Z , untuk semua m,n > no.
Karena S, konvergen ke titik s, maka (Sm, S») konvergen ke (Sm,s) dalam topologi hasilkali dari X2.
Tetapi bt :[O,r/Z merupakan himpunan tutup karena 6 semikontinu bawah. Maka untuk setiap m
2 o (Sm,S) €V, ,=b"=[0,r/2 . Dengan demikian (Sns) ev, =b~'=[0,r . Jadi untuk setiap
beBdan r> 0, terdapat no, € D sedemikian sehingga b (Sm,s) < runtuk semua m > no.. Akibatnya s e

Ps
Karena untuk setiap beB dan r > 0berlaku
b sc <bss, +bs,c <r+b s,Cc < o untuk setiap m=n,
Ambil sebarang himpunan buka G e J sedemikian sehingga titik s € G.

Maka terdapat himpunan veU sedemikian sehingga u/s/ < G. Kita definisikan :

U, = XY ePRpgia Xxy <r
= Uy r N Pc,B
Karena uelU, maka terdapat asaz ... ak € (A v B) dan bilangan-bilangan positif r7,r2, ... r

k
sedemikian sehingga : ﬂuai'ri cu
i=1

untuk setiap a;dan r;, / = 7,2,...,k terdapat n; € D sedemikian sehingga (Sm,s) € Vai ' untuk semua

m 2 n; . Tetapi Sy dan s berada dalam P, ,sehingga (Sms) eU untuk setiap i dan untuk

a '’
semua m = n.

Ambil n € D sedemikian sehingga n > n;juntuk setiap /. Jika m >nmaka (Sm,s) € Uai " untuk setiap

/. Jadi (Sm,s) € uyang berarti bahwa Sm e ufsjakibatnya Sm € G untuk semua m > n. Dengan

demikian terbukti bahwa jika ruang seragam P, ;,U . Lengkap maka ruang topologi P, ;,3 juga

lengkap.
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lll. Kesimpulan
Jika (X,T) merupakan suatu ruang topologi yang lengkap, maka untuk setiap ceX dan setiap

himpunan B yang terdiri dari semimetrik-semimetrik diperluas yang bersifat semikontinu bawah dan

~
~

c,B"S

didefinisikan atas X, ruang ~juga lengkap.
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