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ABSTRACT

Quaternion Linear Canonical Transform (QLCT) is a generalization of the Linear Canonical Transform (LCT) on
quaternion algebra which plays an important role in optics and signal processing. QLCT can be seen as
generalization of Quaternion Fourier Transform (QFT). Based on the fact, this paper propose the formulat of
modification convolution theorem based on left-sided QLCT by considering the fundamental relationship between
left-sided QLCT and QFT. The results showed the modification convolution theorem for left-sided QLCT based on
relationship between left-sided QLCT and QFT as a sum of multiplication of left-sided QFT can be derived.
Keywords  : Convolution Theorem, Quaternion Fourier Transform, Quatemion Linear Canonical Transform

ABSTRAK

Transformasi Kanonikal Linier Quaternion (TKLQ) merupakan perluasan dari Transformasi Kanonikal Linier (TKL)
pada aljabar quaternion yang berperan penting dalam bidang optik dan pemrosesan sinyal. TKLQ ini merupakan
bentuk umum dari Transformasi Fourier Quaternion (TFQ). Berdasarkan hal tersebut, penelitian ini bertujuan untuk
memformulasikan modifikasi teorema konvolusi untuk TKLQ sisi kiri berdasarkan hubungan antara TKLQ sisi kiri
dan TFQ sisi kiri. Hasil penelitian menunjukkan dapat diturunkan formulasi modifikasi untuk teorema konvolusi
TKLAQ sisi kiri berdasarkan hubungan antara TKLQ sisi kiri dan TFQ sisi kiri yang dinyatakan sebagai penjumlahan
dari perkalian TFQ untuk setiap fungsi.

Kata Kunci : Teorema Konvolusi, Transformasi Fourier Quaternion, Transformasi Kanonikal Linier Quaternion
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I PENDAHULUAN

Transformasi Kanonikal Linear (TKL) adalah transformasi integral linier dengan empat
parameter {a, b, c,d}. TKL pertama kali diperkenalkan pada tahun 1970-an, dimana TKL merupakan
bentuk generalisasi dari beberapa transformasi matematika seperti Transformasi Fourier (TF),
Transformasi Fourier Fraksional (TFF) dan Transformasi Fresnel (Wei ef al., 2012).

Dalam penerapannya, TKL sangat berguna dalam analisis sistem optik dan pemrosesan sinyal
khususnya sebagai alat yang sangat berguna di bidang optik, karena mampu menjelaskan efek dari
setiap sistem fase kuadrat. Menurut Pei dkk. (2002) bahwa TKL juga berguna dalam menganalisa
sistem radar, pemisahan sinyal (Sharma, 2006), desain filter (Barshan ef a/,, 1997) serta pengenalan
pola. Kini beberapa studi telah dilakukan untuk pengembangan ilmu terkait TKL yang menghasilkan
sifat-sifat penting dari TKL, yakni meliputi translasi, modulasi, konvolusi, dan korelasi serta prinsip

ketidakpastian.

Selain itu, beberapa studi dan penelitian juga telah dilakukan terkait generalisasi TKL dalam
bidang aljabar quaternion, yang disebut dengan Transformasi Kanonikal Linier Quaternion (TKLQ).
Quaternion merupakan bilangan-bilangan kompleks yang diperluas untuk aljabar dimensi empat dan
terdiri dari satu bagian real dan tiga bagian kompleks (Morais ef al., 2010). Adanya sifat non-komutatif
terhadap perkalian bilangan quaternion menyebabkan TKLQ dibagi ke dalam tiga tipe, yakni TKLQ
dua sisi, TKLQ sisi kanan dan TKLQ sisi kiri (Kou dan Morais, 2014).

Kini beberapa studi penting lainnya terkait TKLQ telah dilakukan seperti rumusan TKLQ sisi
kanan dan sifat-sifatnya oleh Resnawati (2014) dan perilaku asimtotik TKLQ dirumuskan oleh Kou dan
Morais (2014). Selanjutnya, aplikasi TKLQ untuk mempelajari filter pada frekuensi tinggi diperkenalkan
oleh Bahri (2015) dan bukti sederhana untuk prinsip ketidakpastian transformasi kanonikal linear

quaternion diformulasikan oleh Bahri dkk. (2016).

Kemudian Resnawati dan Musdalifah (2017) merumuskan hubungan antara TKLQ dengan
TFQ yang menunjukkan bahwa TFQ merupakan kasus khusus dari TKLQ dan diformulasikan teorema
konvolusi dari TKLQ sisi kanan sebagai hasil dari perkalian TFQ sisi kanan. TFQ itu sendiri merupakan
perluasan dari Transformasi Fourier (TF) ke bidang aljabar gauternion. Sama halnya dengan TKLQ,
maka TFQ ini juga dibedakan menjadi tiga jenis yakni TFQ dua sisi, TFQ sisi kanan dan TFQ sisi Kiri
(Pei, 2001). Dalam perkembangannya, telah dibuktikan beberapa sifat penting terkait TFQ seperti
translasi, modulasi, differensiasi dan prinsip ketidakpastian (Bahri ef a/,, 2008). Terkait hal tersebut,
penelitian ini bertujuan untuk memperoleh formulasi modifikasi teorema konvolusi TKLQ sisi Kkiri

berdasarkan hubungan antara TKLQ sisi kiri dan TFQ sisi kiri.
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Il METODE PENELITIAN

Penelitian ini bertempat di Jurusan Matematika FMIPA Universitas Tadulako. Rancangan
penelitian ini berbentuk penelitian kualitatif dengan melakukan studi kepustakaan, serta
mengumpulkan dan mengkaji materi-materi yang berkaitan dengan aljabar quaternion, TFQ dan
TKLQ.

Penelitian ini dilakukan dengan melalui tahapan pertama yaitu mengkaiji definisi TFQ sisi kiri
dan TKLQ sisi kiri beserta sifat-sifatnya. Setelah itu, dilakukan pengkajian lagi terkait teorema
konvolusi TKLQ sisi kiri dan sifat-sifatnya. Kemudian, merumuskan formulasi untuk modifikasi

teorema konvolusi TKLQ sisi kiri berdasar atas hubungan antara TKLQ sisi kiri dan TFQ sisi Kiri.

Il HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bagian ini akan diuraikan hasil modifikasi teorema konvolusi dari TKLQ sisi Kkiri,
berdasarkan atas hubungan antara TFQ sisi kiri dan TKLQ sisi kiri. Oleh karena itu, bagian ini akan

diawali dengan menyajikan definisi TFQ sisi kiri yaitu sebagai berikut.

Misalkan f suatu fungsi 2D bernilai quaternion. TFQ sisi kiri 7, : R? - H dari f € L*(R?; H), x=
x,e; + x,e, € R? dan w = w,e; + w,e, € R? didefinisikan sebagai (Pei, 2001).

FlfHw) = [p, e7#101 o729z f(x) dx, (1)
dimana dx = dx; dx, dan perkalian eksponensial quaternion e #*1%1 ¢~KX2%2 gdalah kernel fourier

quaternion.

3.1. Modifikasi TKLQ Sisi Kiri

Sebagai kasus khusus dari TKLQ sisi kiri yaitu jika 4; = [_01 (1)] untuk i = 1,2 maka TKLQ
sisi kiri dapat direduksi ke TFQ sisi kiri.
LPUY@) = foo Ka, Ger, 1) Ka, (xz, 07) f(x) dx

1la1_ 2 2 dy o T 1faz o 2 dy o ™
- Ll pnesiter -5 1 el -e,ie ]
= Jp g e T IR M T T () dx )

Substitusikan nilai 4; , = [_01 (1)] pada fungsi kernel di persamaan (2), sehingga diperoleh
LI} @) = [ et 2073] Lomil2m0nt] £(x)

= J e_uze_”xl‘“l eTHX2®2 o f(x) dx
R? 21 V2m
1 = =

= _(\/—)Z R? e My gm0y pTHY o—HX w3 f(x) dx
2

—ut
[P

=e e THX1W1 o —HX2W3 f(x) dx

2
(V2m)” e
=e M eH Tq(l){f}(w).
Pada Teorema 1 diformulasikan hubungan antara TKLQ sisi kiri dan TFQ sisi kiri, dimana TKLQ

sisi kiri dapat diekspresikan ke bentuk TFQ sisi kiri.
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Teorema 1: TKLQ sisi kiri dari fungsi quaternion f € L?(R?; H) dengan matriks parameter A, =

[a1 ] dan 4, = [?2 Zz] dapat diekspresikan ke bentuk TFQ sisi kiri, sebagai berikut
C1 2 2

LY@ = e5610) 50O, (2), ®)
dimana :
F g} (w) = Fbw)
9 =2 )

ai. 2

o =) G o

Bukti :

Dari definisi TKLQ sisi kiri pada persamaan (2), diperoleh
L))

= JKAl(xlrwl) KAZ(XZ:(UZ) f(x) dx
]RZ

2 dy ., m 2_2 dz
- f ”2[b1x1 Tp¥1@1tp, @1 -3 o Halp, ¥ B M2, 3] f(x) dx
2 \[2mby V2mb,

X1Wq 1d1 1 Xowy 1d, T la,_»
I - —uZ =Xy
by "2, oM e My 28,7 oMy | H2n ™ uZ”Z F@)| dx

- = N

ifai, 2 1(az, 2
Misalkan f(x) = e"E(Hxl ) e"z(bzx2 )f(x) , maka diperoleh

®
Ly {f}(w)

4 1 _‘lxl(‘j u_ 2 _HE 1 _‘lxzwz u 2 _HE ~
=fRzme by oglzbn ey e e s + f(x) dx (4)

gt 2 1da o
Kalikan kedua ruas pada persamaan (4) dengan e "20:“* ¢ #25:“% | sehingga diperoleh :
1d,

—u5p W —uﬂwz 0]
e F25, " ¢ 2D, L{fHw)

[t o e e
4 e 1 e 2 e "4 f(x)adx
2mhy 2mh,
T
X101 —ﬂ X0y o HZ
[L oS L e
A V2m

dx. ®)
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Selanjutnya, dari persamaan (5) dimisalkan g((x) =

ﬁ
ﬁ

e"‘m‘*’l e"‘m‘*’l LP{(FH(w)

X1 Xow
Mi;ll 1 -2 szzgf(x)dx

zfv% Nezd

x2 g5(x) dx

f _Mb Lx,
\/ (271)2

= y:q(l){gf} (;)f

atau dapat dituliskan sebagai

dy, 2 1d1 2
l 1 1 l
L) = "o e 70 (g} (3).

Dengan demikian teorema 1 terbukti.

f(x) maka diperoleh

Selain itu berdasarkan hubungan TKLQ dan TFQ sisi kiri pula, dapat diturunkan

formulasi untuk invers dari TKLQ sisi kiri, yaitu sebagai berikut.

Teorema 2 : Jika f € I2(R%; H) dan £"{f} € L'(R?; H), maka invers TKLQ sisi kiri dapat

diturunkan dari TFQ.

Bukti :
gr(x) = f}m eHX101 oHXzW ?—"(l){gf}(w) dw

= an&z ehx101 ohX2®2 F(hw) dw

blb zln R? (i) o) 7 (w) dw
12

" byby2m

Persamaan di atas dapat dituliskan sebagai :
oM o7Hi

Vb b;

1 (25} wy\  _ 1dy o, _ 1dy
=i [ e ) erelB) et e 10t 0) do
RZ

HZ(Zixlz) ”2( ) f(x)

sehingga

w 1d 1d
fay =Alp pnR) ) e e
T

e 26) o 3552) o o L4y w0) deo

ifaz -

1/b Vb _ a1 2_2 dy o m 2
1 ”2 b1x1 b1x1w1+b a)l 2] e Hs bzx bzx2w2+ a)z

- b1b227r

2 d i3
—x12 —p X191 +b—21w 2 —7]

- [
27Tb1

w W 1d
Jre euxl(b_ll) e”xz(”_zz) e_'lel o Han, L Hw)dw

2 O} w)dw
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1 _yi[@2, 2_2
e "2[1;2"2 p, Y202t

4/ Zﬂbz

= [ K, 00) Kgs (20 0) L)) do
R2

52075 10} (@) deo

3.2. Modifikasi Teorema TKLQ Sisi Kiri dari Konvolusi Fungsi Quaternion
Pada bagian ini teorema TKLQ sisi kiri dari konvolusi fungsi quaternion akan
dimodifikasi berdasarkan hubungan TKLQ sisi kiri dan TFQ sisi kiri.

Teorema 4 : Misalkan f,g € L>(R?; H) adalah dua fungsi yang bernilai quaternion. Maka
modifikasi TKLQ sisi kiri dari konvolusi f, g € L?(R?; H) dapat dinyatakan sebagai berikut

L0 @) = e e (705} (2) 704} (&)
w050 (5) 7o) (5) i+ 706 (5) 709 (5) J

+ 5705 (7) 7 Mo} (5) K] (6)
Bukti :

1ja 2 d T a
Lﬁl){f * gHw) = f f 1 e‘lf[b_ixlz_b_lxlwl-"b_llwlz_i]eb_illtl(tl_xl)
Rz JR2 \/21Th;

1[e2, 2_2 dz 2
1 uz[bzxz by X2 W2ty W2

\2mb,y

T

2 bt £y 03— g dx de @)

Misalkan y = x — t, maka persamaan (7) dapat dituliskan menjadi
Lf * g} ()
= J f 1 eﬂ%[%()’l+t1)2_b£1(J/1+t1)w1+§_1w12_% ez_i(_”tlyl)

R2 JR? /21D,

:

[y

1lia 2 da ] a
eﬂf[b_i(h+t2)z—b_2(y2+t2)w2+b_jw22—§] eb_i(—lltZYz) f(t)g(y) dt dy

1fai, 2 2)\_2, di, 2T a
=f J- 1 eﬂ2<b1(3’1 +2y,t+t, )) bl(Y1w1+t1w1)+b1w1 zeb_i(_”tlh)
Rz JR
1

1(as, 2 2))_ 2 Q202 T
eM2<bz(J’z +2y,t,+t, )) bz()’zwz+tzwz)+bzwz 7 eZ—:(—utzyz) f(t)g(y) dt dy

. 1/ anz

10 2 lay. 2y ,1(_2 1aszc >
_ f 17 (- 5) 000 iz pron®) uz(=5) 0202 m7 p2(8)
R

e
2
1 1@, 2_ 2 di 2 T
f eHZ[bltl bl(f1w1)+b1w1 2]
R2 ﬁZT[bl

1 11z, 2 2 Az 2 T
ettt R 5 ) ae | gy) dy
anz

1 2 1 1 2 1
ellz_(‘ b_l)(ylwl) eﬂz_;,l;(lﬁz) eﬂz_(_ E) (J’zwz)eﬂ%(yg) Lfll) {f}(w) g (y) dy

2

Il
Sl >
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Selanjutnya, berdasarkan Teorema 1 maka persamaan diatas dapat dituliskan sebagai
£(f * g} ()

1 2 1
_ f Pz (- 5) 010 g ptn) euz( bZ)(J’zwz) nz (%)
RZ

2

1d 1d
. euﬁml euﬁmlzfq(z){gf} (%) () dy.

_f l(_i)(:)"lwl)eﬂ;_‘;i(ylz) eﬂzl( )(3&‘“2) ”2 bz(yZ) ﬂzdl eﬂ%“ﬁz
FP9r} (%) 900 +i9:3) + jg2(3) + kgs ()] dy

12 lay . 2y 10 2 1az. o 1dy o 1dy o
f 2( bl) i) By )euz( bz)(yzwz)euz b-(V7) M7B, 07 M2, 01

(7 e} (3 ) 90 + Fgr}(2) 19:00 + F (g5} (£) jg2 ) -
+7,{g5) ( )kgg(y) dy
1d, 1d,

=f euz( )(ylwl) Hy i 2) uz( )(yzwz) nz52(v2) 25,1 GH2p, @1
RZ

[90) 7497} (3) + 9.0 g} (5)
+0: ) F9r} (3)  + ka0 F{as} (5)] v (8)

Dimisalkan §,(y) = ¢Hle’) e"E(Z_zyzz)g(y) untuk n = 0,1,2,3. Maka persamaan (8) dapat
dituliskan dengan
LS * g} w)
1 2 1 2 1d 1d
_ ll_(‘_l)(yﬂ‘)l) H_(__Z)(J/zwz) ﬂ__iwz u—ia)z ~ 0] 2
_J]RZQ 2\ b e'2 b. e 2b 1e 2b, °1 [go(y)fq {gf}(b)
[+3:0) 797} (2) 1 +3.00 FP{gr} (£) 5+ 3:00 7} (%) K] ay
ey @y 1dy 1d; ® @
= [ el ) it 50t (5,50 500} (5) + 100 FOar} (3)
[RZ

+5:00 F o7} (5) i+ 3:00 FPer} (3) k| dy. (9)

Dengan menerapkan definisi TFQ sisi kiri pada persamaan (1), maka persamaan (9) dapat
dituliskan sebagai
L + g}(w)
= "2 (70150} (3) 797} (3) + E0 (3) 7o) (3)
#0152 (3) 7o) (3) i+ 713 (5) =019 () 1]

Dengan demikian persamaan (6) terbukti, yang menunjukkan bahwa hasil modifikasi
TKLQ sisi kiri dari konvolusi fungsi quaternion merupakan penjumlahan dari hasil kali TFQ sisi

kiri untuk masing-masing fungsi.
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3.3. Modifikasi Teorema TKLQ Sisi Kiri dari Konvolusi Fungsi Translasi
Berikut akan diformulasikan modfikasi teorema TKLQ sisi kiri dari konvolusi fungsi

translasi.

Teorema 4 : Misalkan f, g € L?(R? ; H) adalah dua fungsi bernilai quaternion, maka modifikasi

TKLQ sisi kiri dari konjugat konvolusi adalah
N = B FO) () 70(a0) 5)
~ ~ w
_Tq(l){fl} Tq(l){gg} (E) i— Tq(l){fz} Tq(l){gg} (5)]
S RBERICIE 10)

Bukti :
Eﬁl){m}(a’)

a 2 dq s 1lfa 2
e e e IR, - 7T _2](f *g)(x) dx

“z[b1
f v/ 2mhy \/ 2mh,

a 2 d, bie 2
e”i[b_ixlz_b_lxlml*'b_“’lz'i 1 ”2[17 %2’ ~p, "2“’2+ 2w, -7 (G*f)x) dx

B ]]JZ- \lzﬂbl 1l2ﬂb2

a 2 dq s a 2 d,
——xlz—b—1x1w1+b—w12—7 oM bz 2 xzm2+b w,? —7

“z[b1
f v 2mhy \/ 21h,

Jeb pt(t1—x1) ebz th(tz X2) _(t) f(x—t) dt | dx

- b S0 Fx— £) du dt.
Misalkan y = x — t, maka diperoleh
L (F* g}
f f St —montt e rpte g L p o S0t e+t w2,

blutl( Y1) ebz"tZ( y2) g }_C(Y) dy dt

j J llz 1(3’1 +23’1t1+t12)__(J’1(01+t1w1)+_(1’1 __]
R ]R{Z ,;271’1)1

. ﬂz[ 2(3’2 +2y,ta+t,%)— b, (y2w2+t2w2)+ 502 —_] .uf1( Y1) bzﬂfz( ¥2) g(t) f(y) dy dt
4/ 27Tb2
j J a5ttt o5 1 wglptet - ensglen* g

i gz vV 2mh, \ 2mhy

a
ﬂz[bl(% +ZY1t1)—b_(Y1w1)] #2[ 2(3’2 +2y,t5)— b, (J/zwz)] .uf1( V1) b Fut,(— yz)g(t) f(y) dy dt
eu%[‘;—i(ylz+2y1t1)—b11(y1w1)] eﬂ%[z—z(hz+ZY252)—%(}’2002)] eZ—Intl(—yl)
R2
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a 2 d, T
1t1 B t1w1+b W, —7]

pata(=y2) f Mz
\2mhy

1
\/ 2mh,

1ras ., 2 _Z 1z, 2 _2
3”2[b1(y1 +2y1ty) bl(lﬁﬂh)] e”Z[bz(yz +ZJ’2t2) bZ(YZﬂ’z)]

2 d,
”z[bl wp et 5 2l 5y arl - Foy) dy

RZ
eb—lﬂtl( Y1) bzl“z(‘)’z) Lgl){g}(w) f(y) dy. (11)

Dengan menerapkan Teorema 1 sebagai hasil modifikasi TKLQ sisi kiri pada persamaan (11),
maka diperoleh
LP{F* g)(w)
_ f albr o2t =g 00| glg20a+2at) )] Fien (30 Rt (Y2
RZ
1dq 1dq —
B0 (0,)(2) Fon
_ J' eu%[';—i(ylz)—b%(ylwl)] eﬂ%[z_:(hz)—b%(yzwz)] eu%i—iwf eu%wf?q(z) {95) (%) F(y) dy
]RZ
— fellz[al(lhz) b, (3’10’1)] ”2[ (3’22) b, (J’Z‘UZ)] ”22 oWy’ ellzz 42 {g:(l){gg}( )fo(}’)
RZ
~F g0} (2) i) - F a0} (2) i) —F {90} () k 00} d
— fellz[al(lﬁz) by (}"10’1)] MZ[ (yzz) b, (J/Z(A)z)] ”22 —Lw,? e‘lel {f (y) :F(l){gg}( )

RZ

A F N9} (3) i - L0V FPge} (5) —H0) FP{gg) () k | dy (12)

m(52) (5227
Pada persamaan (12) dimisalkan f,(y) = e" e"2%2"2 ) f(y) untuk n =0,1,2,3. Maka
persamaan (12) diubah menjadi

LPF * g} (@)
— feﬂz[ b(J’l“ﬁ)] ”2[ b, (YZ(UZ)] qu i ﬂzb {f (y) :F(l){gg}( )
RZ
A FNag} (5)i— 20 FN{ag} (5)i —H0) F{ag} (5) Kk} ay (13)

Dengan menerapkan Teorema 1 sebagai hasil modifikasi TKLQ sisi kiri pada persamaan (13),

maka diperoleh

O gw) = B M (FO) (2) 70(g,) (5)
—T('){fl}( ) 790} (3) - FP)(5) 7 as} ()0
—?(”{f}()?(”{ g}() }-

Dengan demikian teorema modifikasi TKLQ sisi kiri dari konjugat konvolusi pada persamaan
(10) terbukti.
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Iv.

KESIMPULAN
Berdasarkan hasil dan pembahasan, diperoleh rumusan untuk modifikasi teorema konvolusi

TKLQ sisi kiri berdasarkan hubungan antara TKLQ sisi kiri dan TFQ sisi kiri.
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