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ABSTRACT

In this paper, we study a harmonic analysis of a Lie group of a real filiform Lie algebra of dimension 5.
Particularly, we study its irreducible unitary representation (IUR) and contruct this IUR corresponds to
its coadjoint orbits through coadjoint actions of its group to its dual space. Using induced representation
of a 1-dimensional representation of its subgroup we obtain its IUR of its Lie group.
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ABSTRAK

Dalam paper ini, dipelajari harmonik analisis grup Lie dari aljabar Lie filiform yang berdimensi 5
khususnya representasi unitar tak tereduksinya. Representasi yang diperoleh berkorespondensi
dengan coadjoint orbit berdimensi 2 dari grupnya melalui aksi dari grup tersebut ke dalam ruang
dualnya. Dengan menginduksi representasi 1-dimensi dari grup bagiannya diperoleh representasi

unitar tak tereduksi dari grup Lie tersebut.

Kata Kunci : Coadjoint Orbit, Representasi, Representasi Unitar Tak Tereduksi, Metode Orbit.
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.  PENDAHULUAN

Metode orbit pertama kali diperkenalkan oleh (Kirillov, 1962) untuk masalah representasi grup
Lie nilpoten. Selanjutnya, (Kirillov, 1972) memberikan beberapa kajian penting tentang teori
representasi termasuk salah satunya adalah metode orbit. Kajian lebih khusus lagi tentang metode
orbit dikembangkan oleh (Kirillov, 1999) tentang keuntungan dan kerugian metode orbit dan lebih jauh
(Kirillov, 2004) membahas secara detail metode orbit untuk memecahkan berbagai masalah dalam
teori representasi grup Lie. Metode orbit ini tentunya dapat menjadi alternatif dalam mengonstruksi
suatu representasi grup Lie seperti bagaimana mendeskripsikan ruang dual unitar pada suatu grup
Lie.

Metode orbit berkorespondensi dengan coadjoint orbif sebagai alat utama untuk
mendapatkan suatu representasi grup Lie. Coadjoint orbit merupakan himpunan bagian dari suatu
ruang dual dari aljabar Lie. Kajian tentang coadjoint orbittelah banyak dilakukan. Misalkan (Mykytyuk,
2012) mengkaiji secara detail tentang struktur coadjointorbit dari suatu grup Lie, (Bernatska and Holod,
2008) mengkaiji tentang coadjoint orbifdari grup Lie semi sederhana khususnya pada matriks Lie grup,

(Halima, 2016) membahas tentang coadjoint orbit dari grup motion tertentu dan coherent state-nya.

Metode orbit pertama kali hanya digunakan untuk grup Lie nilpoten tetapi kemudian
berkembang untuk kasus grup Lie reduktif real (Vogan, 1998), grup exponential solvable (Fujiwara

and Ludwig, 2015), dan grup motion (Halima, 2016).

(Kirillov, 2004) telah membahas beberapa contoh metode orbit untuk representasi grup Lie
dari aljabar Lie filiform berdimensi 3 dan 4. Berbeda dengan kajian sebelumnya, dalam paper ini
dibahas tentang representasi unitar tak tereduksi grup Lie dari aljabar Lie filiform yang telah
diklasifikasikan oleh (Hadjer and Makhlouf, 2012) khususnya yang berdimensi 5. Dengan
menggunakan metode orbit, representasi unitar tak tereduksi grup Lie dari aljabar Lie filiform
berdimensi 5 dikonstruksi. Representasi yang dibangun berkorespondensi dengan coadjoint orbityang

berdimensi 2 dari grup filiformnya.

Berikutnya dibahas beberapa notasi dasar yang diperlukan dalam penelitian ini seperti
coadjoint representations, coadjoint orbit, representasi, representasi unitar tak tereduksi, dan metode
orbit. Sedangkan notasi aljabar Lie dan grup Lie tidak dibahas dalam paper ini. Pembaca dapat

mempelajari lebih detail tentang dua notasi ini dalam (Humphreys, 1972) dan (Hilgert and Neeb, 2012).

Definisi 1. (Lee, 2003). Misalkan G suatu grup Lie dengan aljabar Lie-nya adalah g. Misalkan
g € G. Pemetaan yang didefinisikan oleh

Ci:Goavm gag ' €G (1)

adalah grup Lie homomorfisma dengan turunannya dinotasikan dengan Ad(g) = (Cg)*. Selanjutnya,

homomorfisma grup yang didefinisikan oleh
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Ad(g):g—g )
disebut representasi adjoint dari G.

Misalkan g* ruang dual dari g yaitug* = {f € ¢* ; f:g — R}. Untuk kasus matriks Lie grup,
g* dapat diidentifikasi oleh ruang M,,(R)/g! dengan M, (R) ruang matriks real n x n yang mempunyai

bentuk linear (4, B) = trace(AB) dan g* komplemen ortogonal terhadap bentuk linear di M, (R).

Perhatikan bahwa Pers. (2) adalah aksi dari G ke g. Selanjutnya kita bisa mendefinisikan
notasi representasi coadjoint dari G pada g* yang dinotasikan dengan Ad*(g) := Ad(g~!)* dengan nilai

fungsional linearnya diberikan oleh

(Ad*()f . X) =(f,Ad(g™)X) (feg X€g) (3)

Dalam hal G adalah grup Lie matriks maka Pers. (3) dapat dihitung menjadi Ad*(g)f = Proy(gfg~1)
dengan Proy adalah proyeksi dari M,,(R) pada g* sejajar dengan g*.

Definisi 2.(Kirillov, 2004). Misalkan f € g*. Coadjoint orbit dari f adalah himpunan yang didefinisikan
oleh

O ={Ad"(9)f ; geEG}cg" (4)

Coadjoint orbit Qy mempunyai closed differential 2-form yang mengakibatkan adanya struktur

simplektik G-invarian. Hal ini mengakibatkan bahwa dimensi dari suatu coadjoint orbit selalu genap.

Selanjutnya kita perkenalkan notasi representasi seperti representasi unitar tak tereduksi

dan metode orbit

Definisi 3. (Berndt, 2007). Misalkan G grup danV ruang vektor real. m dikalakan representasi linear
Jika m: G - Aut(V) suatu homomorfisma grup dengan Aut(V) grup automorfisma dari V. ke dirinya

sendiri.

Definisi 4. (Berndt, 2007). Representasitt dikatakan unitar jika ||t(g)v|| = ||lv|| untuk setiap g € G,v €

V danm dikatakan tak tereduksi jikaV tidak mempunyal ruang bagian m-invarian.

Untuk mendapatkan suatu representasi unitar tak tereduksi dari grup Lie, kita ikuti langkah-

langkah dalam (Kirillov, 2004) halaman 80—81 sebagai berikut:

1. Tentukan coadjoint orbit Qy c g* dari grup Lie tersebut. Pilih titik f € Qf c g”.
2. Cari polarisasi = dari g, yaitu aljabar bagian dari g yang memenuhi sifat-sifat berikut ini:
a. (f[EED=0,
b. codimyE = 2 dimensi Q.
2
3. Konstruksi grup bagian H = exp E kemudian definisikan representasi v, berdimensi 1 dari H melalui

rumus
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Vs (expX) = e2m/X), (X egtitikf€Qrcg®)  (5)
4. Tentukan representasi unitar tak tereduksi = dengan cara menginduksi representasi berdimensi

satu dari H. Dengan kata lain, r := Indﬁ(vf).

Definisi 5.(Corwin and Greenleaf, 1990) Ajjabar Lie g dikatakan nilpoten jika terdapat bilangan bulat
positifn sedemikian sehingga g "** = 0 dengan pangkat pada g didefinisikan sebagai berikut:
g'=g,9™"=[g,g"] =Span{[A,B] ;A€g,BEg"}

. METODE PENELITIAN

Penelitian dalam paper ini berbasis pada studi literatur terutama pada hasil kerja yang telah
diperoleh (Hadjer and Makhlouf, 2012) tentang aljabar Lie filiform khususnya yang berdimensi 5
dengan bracket tak nolnya adalah [X;, X,] = X3, [X1, X5] = X, dan [X;,X,] = Xs. Dengan membentuk
grup Lie dari aljabar Lie filiform berdimensi 5 tersebut, selanjutnya dikonstruksi representasi unitar tak
tereduksinya dengan menggunakan metode orbit yang diperkenalkan oleh (Kirillov, 2004)

berkorespondensi dengan coadjoint orbit yang berdimensi 2.

lll. HASIL DAN PEMBAHASAN

Kajian tentang aljabar Lie filiform salah satunya telah dilakukan oleh (Hadjer and Makhlouf,
2012). Dalam paper ini, dikaji harmonik analisis khususnya representasi unitar tak tereduksi dari grup
Lie G yang aljabar Lie-nya adalah aljabar Lie filiform berdimensi 5. Dalam paper (Hadjer and Makhlouf,
2012), ada dua kelas isomorfisma aljabar Lie filiform berdimensi 5. Dalam paper ini, dibahas harmonik
analisis salah satu kelas isomorfisma aljabar Lie filiform berdimensi 5 dengan basis {X1, X5, X3, X4, X5}

dengan bracket tak nolnya diberikan sebagai berikut:
(X1, X5] = X3, [Xy, X3] = X4, dan [Xy, X,] = X (6)

Sifat 6. Misalkan g aljabar Lie filiform berdimensi 5 dengan basis {X1, X5, X3, X4, X5} dengan bracketnya

diberikan dalam Pers. (6). Maka g bersifat nilpoten.
Bukti :

Dengan menghitung langsung, diperoleh bahwa

log

a® = [g,a] = Span{X3, X4, X5},
93 = [9,92] = Span{x?nxs}'
g* =[g,6%] = Span{X;},

g’ =[g,g*] = 0.
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Oleh karena itu, terdapat n = 4 sedemikian sehingga g% = 0. Dengan kata lain, g adalah aljabar

Lie nilpoten. Untuk mempermudah, elemen dari aljabar Lie filiform dapat dinyatakan dalam bentuk

matriks sebagai berikut

00 ay 0 O
0 0 o O
X=X =|0 0 0 o
0 0 0 0
0 0 0 0

a5
Ay
as
4%

0

(7)

Dengan kata lain aljabar Lie filiform berdimensi 5 dibangun oleh matriks-matriks berbentuk

01000\ 000
00100 000
Xx=|l0o 0o o0 1 o0ol,x,=]l0 0 o0
\00000 000
00000 000
/00000\
0000 0

X=lo o000 1]X=
\00000/
0000 O

(=Moo Nl

(
\

Selanjutnya, misalkan G adalah grup Lie dari aljabar Lie

0\ 0
0 0
I

0l,xs=10
1 0
0 0
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 O
0 0 0 0
0 0 0 O

\l
)

OO O OoORr

dinyatakan dalam koordinat kanonik tipe dua dan dituliskan sebagai berikut:

g(aq, ay, ..., a5) = exp X = exp asXs.exp @y X, ...expa X, =

Kita notasikan g = g(ay, a3, ..., a5).

1
1 o Ea%

0

\9

[= el

0)
0

1],
0

0

(=N Nl
(=l e oo N

filiform ini dengan elemen-elemennya

1.3

- a

sd1 s

1

“a? a,

2 (8)
a;  as

Ruang dual g* dapat diidentifikasi dengan matriks segitiga bawah yang berbentuk

* * * * %

(%XI * * * *\

g 3f = * %XI * * %
\ * * %XI * */

X2 X} X X3 o«

Dengan nilai fungsional linearnya diberikan oleh

(f,X) = trace (FX) = o, X7 + a,X; + - + a5 Xz.

C)

(10)

104



Sekarang kita hitung coadjoint actions dari G pada g* . Misalkan

3

1 1
1 o Eaf —ai as
01 o -a? a, , o
g= 2 € G dengan invers g diberikan oleh
0 0 1 aq as
0 0 0 1 a
0 0 0 0 1
1 1 1 1
/1 —ay Ea% —gaf —Eaf% +gafa2 +a1a4—a5\
I 1, 1, I
g l= |0 1 —aq Eal a0z —Ealaz -y |
| 0 0 1 —aq a0, — a3 |
\0 0 0 1 —a, /
0 0 0 0 1

1
* * -X; o+ %
3

* * * * *
—X{‘ * * * *j
1«
dan f = l( * §X1 * * Ok | € g*. Coadjoint actions dari G pada g* adalah

Xs X X3 X3 o»x

* - * * * 1 * * *
Ad*(9)f = Proy(gfg™") = f(X{ + axX; + (a5 — a2) X5 + (a4 —aaz+ ;a%a’z)Xs' X; —a X3 +
SalX; —za3X:, Xy — Xy +5aEXy Xy — X X3 ),

(1)

Dengan proy adalah proyeksi dari ruang Mg(R) yaitu ruang yang memuat matriks real berukuran 5 x

5 ke ruang dual g* dan matriks gf g~* diberikan oleh

gfg™"
* * * * *
(L +aut )
§X1 + a, Xz * * * *
| !
_ * §X1* + azX; — a a3X: * * *
| 1 1,
| * * ng + X5 — a1a,X; +Ea1a2X§ * * |
1 1 1
X: X;—a X: X;—alXj;+Ean§ X;—a1X§‘+Ea%X4"—ga§X§ *

(12)
Lema 7. Misalkan G grup Lie dari aljabar Lie filiform berdimensi 5 g danPol(g*)¢ adalah aljabar dari
fungsi polinomial G —invarian pada g*. Maka polinom G -invariannya diberikan oleh

Pol(g*)¢ = C[P,Q,R]
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denganP = Xi, Q = 2X;X: — X;2, danR = 3X5'X; — 3X:X: X3 + X (13)
Bukti :

Perhatikan formula dalam Pers. (11), salah satu polinomial invariannya adalah P(f) = p = X: karena
koordinat P(f) pada ruang dual g* tidak berubah terhadap aksi coadjointnya. Untuk mencari
polinomial invarian lainnya, anggap p # 0 sehingga kita dapat menghilangkan parameter

bergantungnya. Dari Pers. (2), misalkan t = X; — a, Xz sehingga diperoleh rasional invariannya X; —

*2 * gk *2
;(; dan X; — X;‘f + 3);‘*2 . Polinomial invariannya adalah Q(f) = q = 2X;X; — X}~ dan R(f) =r =
5 5 5

3XGXE = 3X3XiXL + X5

Teorema 8. Misalkan G grup Lie dari aljabar Lie filiform berdimensi 5 dengan bracket tak nolnya
[X1, X,] = X3, [ X1, X5] = Xy, dan[X,,X,] = Xs. Representasi unitar G pada ruang Hilbert1?(R) diberikan

oleh persamaan

a9 (aq, az, a3, ay, as)P(x)

Indg Va,g (a1, az a3, aq, as)h(x)

27ri("i;+—(“3+“2")‘7+(
p

Bea22c))
w As+ax+—x*+-2x7 )p

Ylx +ap). (14)

e

dengan € 12(R), g(ay, az, a3, a4,a5) €G, dan f € Oy c g~
Bukti.

Untuk mengonstruksi representasi unitar tak tereduksi dari grup Lie tersebut. Kita ikuti langkah-

langkah sebagai berikut:

1. Dari Lema 7, misalkan p # 0 maka kita memperoleh coadjoint orbit Q; dengan f adalah titik

(0,#,%,0, p) dan dimensi Q; adalah 2. Karena dimensi Q; adalah 2, maka kodimensi polarisasi
Z di g adalah %dimensi Q = é.z = 1. Dengan kata lain, dimensi = adalah 4. Pilih aljabar bagian
E = Span{X,, X3, X4, X} . Perhatikan bahwa (f,[E, £]) = 0. Oleh karena itu, Z adalah polarisasi

dari g.

2. Misalkan grup Lie dari £ adalah ® = exp E. Representasi 1-dimensi dari © diberikan oleh
_ 2milfx) _ 2t asp) - .
Vo, (expX) =e A =" ep? 2 . (X € & titik f € Qf c g")
®)

3. Karena ruang kuosien H = G/0 dapat diidentifikasi oleh R maka kita dapat mendefinisikan

pemetaan
st Roax—expxX; €EG

sehingga dengan menyelesaikan persamaan matriks dalam g; dengan i = 2,3,4,5 dan y dari
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1 1 1 1
/1 x =x? €x3 O\/l a Eaf gaf as\
1 1
|01 x Exz OHO 1 a Eaf a4|
IO 0 1 x O”O 0 1 aq a3|
\o 0o 0 1 o/\o 0o 0 1 az/
0 0 0 0 1 0 0 01 1
100 0 B\ /1 ¥y 392 ¥ 0
oot o gl|or 20
h Bsilo o 1 y 0l
000 1 4
0000 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
kita peroleh
y=x+a
B2 = a
ﬁ3=a3+a2x
ﬁ5=a5+a4x+%x2+%x3. (16)

4. Dengan induksi pada Representasi 1-dimensi dari grup bagian ©® pada Pers. 5 kita peroleh

representasi unitar tak tereduksi dari grup Lie G dari aljabar Lie filiform berdimensi 5 sebagai
berikut:

a9 P(x)

Ind§ vo,g Y (x)

. +
2m(i;+w+(a5+a4x+a—3xz+ﬂx3)p)
3p 2p 2 6

= Y(x + ag).

- e

dengan ¢ €1?(R),g €G, danf € Qs c g*. Dalam hal ini, G direalisasikan dalam ruang Hilbert

L2(R).

Iv.

KESIMPULAN

Dalam bagian penutup ini, penulis menyimpulkan hasil penelitiannya sebagai berikut:

Misalkan G grup Lie dari aljabar Lie filiform g berdimensi 5 dengan brackettak nolnya [X;, X,]

X3, [X1,X3] = X4, dan [X;,X,] = X5. Polimom G-invarian terhadap aksi coadjoint pada g*
Span{X;} (i = 1,2,3,4,5) berbentuk

P=X:, Q=2X3X:—X;2 danR =3X:"X; —3X:X;X; + X"
Representasi unitar tak tereduksi G pada ruang Hilbert L2(R) diberikan oleh formula

TTQfg l/)(x) - Indg ang w(x)

. +
Zm(l+w+(a5+a4x+%xz+%x3)p)

= e 3p? 2p lll(x + al)'
dengan ¥ € L*(R),g €G, dan f € Q, c g*.

Hasil penelitian ini dapat digeneralisasi untuk kasus aljabar Lie filiform berdimensi > 6.
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