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ABSTRACT 

Coronavirus (COVID-19) is a type of infectious disease caused by a new type of coronavirus discovered in 2019, 

which is hereinafter to as Sars-Cov 2 (Severeacute respiratory syndrome coronavirus 2). This study aims to build 

a mathematical model, determine fixed points, find a fixes-point stability analysis, determine the value of the primary 

reproductive number (𝑅0), create a simulation model, and biological interpretation. The results of the analysis of 

the two fixed points show that the disease-free fixed point will be asymptomatically stable if 𝑅0 < 1, while the 

endemic fixed point will be asymptomatically stable if 𝑅0 > 1. Furthermore, to illustrate the dynamics of disease 

spread, a numerical simulation is carried out which provides an interpretation that increasing vaccine delivery is a 

way that can be done to reduce the spread of COVID-19 disease. 
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ABSTRAK 

Coronavirus Disease (COVID-19) adalah jenis penyakit menular yang disebabkan oleh coronavirus jenis baru yang 

ditemukan pada tahun 2019 yang selanjutnya disebut Sars-Cov 2 (severe acute respiratory syndrome coronavirus 

2). Tujuan penelitian ini adalah membangun model matematika, penentuan titik tetap, mencari analisis kestabilan 

titik tetap, menentukan nilai bilangan reproduksi dasar (𝑅0), membuat simulasi model, dan interpretasi biologis. 

Hasil analisis terhadap dua titik tetap diperoleh titik kesetimban bebas penyakit akan stabil asimtotik apabila  𝑅0 <

 1, sedangkan titik kesetimbangan endemik akan stabil asimtotik apabila 𝑅0  >  1. Selanjutnya, untuk 

mengilustrasikan dinamika penyebaran penyakit dilakukan simulasi numerik yang memberikan interpretasi bahwa 

peningkatan pemberian vaksin adalah cara yang bisa dilakukan untuk mengurangi penyebaran penyakit COVID-

19. 

Kata kunci  : Covid-19, Model Matematika, SVEIAR, Vaksin. 
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I. PENDAHULUAN 

COVID-19 adalah jenis penyakit menular dengan gejala gangguan pernapasan akut seperti 

demam, batuk, sesak napas yang dapat menyebabkan pneumonia, sindrom pernapasan akut, gagal 

ginjal, bahkan kemataian (Kementerian Kesehatan Republik Indonesia, 2020). Akan tetapi, tidak 

menutup kemungkinan orang yang tidak memiliki tanda dan gejala COVID-19, jika diperiksa dapat 

terindikasi positif COVID-19 atau biasa disebut dengan OTG (orang tanpa gejala) (Susilo et al., 2020). 

Penyakit ini menjadi salah satu topik pembicaraan utama karena dampak yang diakibatkannya, 

sehingga membuat banyak pihak untuk terjun langsung mengambil langkah-langkah aktif dalam 

menemukan solusi penanganan kesehatan dan sarana pencegahan agar dampak yang ditimbulkan 

dapat diminamilisir. Beberapa upaya penangkalan yang dilakukan oleh pemerintah khususnya di 

Indonesia diantaranya adalah himbauan memakai masker, mencuci tangan dengan bersih, dan 

menjaga jarak. Selain itu, salah satu program pemerintah dalam menanggulangi penyebaran COVID-

19 adalah dengan pemberlakuan program vaksinasi bagi maskarakat luas untuk meningkatkan imun 

atau daya tahan tubuh setiap individu rentan (Kementerian Komunikasasi dan Informatika RI, 2021).  
 

Ditinjau dari sudut pandang matematika, fokus penaganan penyakit ini berkaitan erat dengan 

implementasi model matematika dalam mempelajari, memahami dan menganalisis karakteristik serta 

dinamika penyebaran COVID-19 untuk mendapatkan solusi dari masalah penyebaran penyakit 

tersebut. Penyebaran penyakit COVID-19 telah banyak diteliti dalam perspektif pemodelan 

matematika diantaranya penelitian oleh (Annas et al., 2020) yang membahas model matematika tipe 

SEIR dengan mempertimbangkan faktor vaksinasi dan isolasi, (Resmawan, Nuha and Yahya, 2021) 

yang membahas model transmisi COVID-19 dengan penerapan karantina bagi individu terinfeksi, 

serta penelitian yang dilakukan oleh (Nuha, Achmad and Supu, 2021) dengan bahan kajian model 

model matematika tipe SVIR pada penyebaran COVID-19 dengan parameter utama tingkat vaksinasi. 

Selain itu, juga terdapat penelitian oleh (Kifle and Obsu, 2022) yang merumuskan dan menganalisis 

model matematika deterministik nonlinier untuk menganalisa dinamika transmisi COVID-19. Beberapa 

penelitian terkait yang membahas model penyebaran COVID-19 dapat ditemukan pada (Lounis and 

Bagal, 2020; Abioye et al., 2021; Alenezi, Al-Anzi and Alabdulrazzaq, 2021; Seddighi Chaharborj et 

al., 2021). 
 

Seiring dengan berjalannya waktu, dikarenakan keterbatasan ruangan atau tempat yang akan 

dijadikan karantina, kebijakan penerapan karantina bagi pasien COVID-19 tidak diberlakukan lagi 

secara menyeluruh. Namun, pemerintah tetap berupaya untuk menekan angka penyebaran COVID-

19 dengan terus mengadakan program vaksinasi di seluruh wilayah Indonesia. Sehingga pada 

penelitian ini, diperkenalkan model baru berupa penambahan variabel vaksin pada model yang 

mengacu dari (Resmawan, Nuha and Yahya, 2021). Model yang dirumuskan sudah tidak 

mempertimbangkan populasi karantina, agar sesuai dengan kondisi terkini dalam upaya pencegahan 

penyebaran COVID-19. 
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Model ini mengasumsikan individu yang telah melakukan vaksinasi kemungkinan masih dapat 

tertular COVID-19 jika berkontak langsung dengan individu yang terinfeksi COVID-19, Namun, gejala 

yang dialami tidak seberat individu yang tidak melakukan vaksinasi serta dapat meminimalisir 

terjadinya resiko kematian. Model tersebut selanjutnya akan dianalisi yang diawali dengan 

menentukan titik kesetimbangan dan bilangan reproduksi dasarnya. Kemudian, dilakukan analisis sifat 

kestabilan dari setiap titik kesetimbangan dengan ambang batas bilangan reproduksi dasar. 

Perhitungan dilengkap dengan simulasi numerik untuk melihat dinamika populasi manusia akibat 

penyebaran COVID-19 serta pengaruh vaksinasi dalam menekan jumlah kasus infeksi. 

 

II. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini menitikberatkan pengembangan model matematika tipe SVEAIR dengan 

merujuk pada teori-teori terkait karakterisitik dan sifat penyebaran COVID-19. Adapun langkah-

langkah yang dilakukan terdiri dari: (1) identifikasi dan perumusan masalah, (2) transformasi masalah 

ke dalam bentuk model matematika, (3) penyusunan kajian teori yang relevan dengan penyelesaian 

model matematika, (4) analisis model, dan (5) perumusan kesimpulan.  

 

Untuk analisis model, langkah-langkah yang dilakukan mencakup: (1) merumuskan skenario 

dinamika penyebaran COVID-19 dalam bentuk sistem persamaan diferensial, (2) mengidentifikasi 

keberadaan titik tetap model, (3) merumuskan bilangan reproduksi dasar, (4) menentukan syarat dan 

sifat kestabilan titik tetap yang dikaitkan dengan nilai bilangan reproduksi dasar, (5) menetukan solusi 

model dalam bentuk simulasi numerik, (6) menginterpretasikan hasil simulasi dalam konteks 

fenomena nyata. 

 

III. HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

3.1. Model Matematika 

Penelitian ini membahas model matematika penyebaran COVID-19 tipe SVEIAR. 

Pembentukan model diawali dengan membagi populasi manuisia kedalam enam kelas populasi 

yaitu S menyatakan individu yang rentan, V menyatakan individu yang divaksin (memiliki daya 

tahan tubuh aktif dari proses vaksinasi untuk melawan COVID-19), E menyatakan individu 

terpapar atau dalam masa inkubasi, I menyatakan individu terinfeksi dengan gejala klinis. A 

menyatakan individu terinfeksi tanpa gejala klinis, dan R menyatakan individu yang telah 

sembuh dari penyakit. Selain itu, perumusan  model didsarkan pada beberapa asumsi berikut: 

1. Total populasi manusia adalah sebanyak N serta laju kelahiran dan kematian alami 

adalah konstan.  

2. Kematian yang diakibatkan COVID-19 hanya berlaku pada populasi I. 

3. Individu pada kelas populasi vaksin merupakan individu yang memiliki kekebalan tubuh 

terhadap COVID-19, di mana kekebalan tubuh tersebut didapatkan dari proses 

vaksinasi. 
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4. Penularan COVID-19 terjadi karena adanya kontak antara individu pada kelas populasi 

E, I, atau A dengan individu pada kelas populasi S. 

5. Kelompok individu pada kelas populasi V akan terpapar apabila melakukan kontak 

dengan inidvidu pada kelas populasi E, I, atau A dan terjadi penurunan tingkat 

kekebalan tubuh. 

6. Individu pada kelas populasi I maupun individu pada kelas populasi A memiliki peluang 

untuk sembuh dari COVID-19. Sedangkan Individu pada kelas populasi R memiliki 

kekebalan tubuh terhadap COVID-19 dan tidak akan kembali rentan. 
 

Adapun parameter model dapat dilihat pada Tabel 1. 

Tabel 1 : Parameter Model 

Parameter Keterangan 

Π Laju kelahiran 

𝜇 Laju kematian alami 

𝜂 Peluang infeksi setelah kontak antara individu terinfeksi dengan 

individu rentan 

𝜁𝑠𝑒 Laju kontak antara individu populasi S dengan individu populasi E 

𝜁𝑠𝑖 Laju kontak antara individu populasi S dengan individu populasi I 

𝜁𝑠𝑎 Laju kontak antara individu populasi S dengan individu populasi A 

𝜁𝑣𝑒 Laju kontak antara individu populasi V dengan individu populasir E 

𝜁𝑣𝑖 Laju kontak antara individu populasi V dengan individu populasi I 

𝜁𝑣𝑎 Laju kontak antara individu populasi V dengan individu populasi A 

𝜃 Proporsi individu terinfeksi tanpa gejala. 

𝜔 Laju inkubasi untuk individu terinfeksi disertai gejala klinis 

𝜛 Laju inkubasi untuk individu terinfeksi tanpa gejala klinis 

𝜏 Laju kesembuhan individu terinfeksi tanpa gejala klinis 

𝛾 Laju kesembuhan individu terinfeksi disertai gejala klinis 

𝛿 Laju kematian akibat COVID-19 

𝛼 Laju vaksinasi. 

𝜌 Proporsi individu rentan yang diberikan vaksin 

𝜎 Peluang infeksi setelah kontak antara individu terinfeksi dengan 

individu yang telah diberi vaksin 

 

Berdasarkan uraian diatas, dibentuk suatu diagram kompartemen model matematika 

penyebaran COVID-19 tipe SVEIAR yang dapat dilihat pada Gambar 1. 
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Gambar 1 : Diagram Kompartemen Model Matematika Penyebaran COVID-19. 
 

Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 1 diperoleh sistem persamaan 

diferensial tak linear sebagai berikut: 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

Π𝑁−𝜂𝑆(1−𝜌)(𝜁𝑠𝑒𝐸+𝜁𝑠𝑖𝐼+𝜁𝑠𝑎𝐴)

𝑁
− (𝜇 + 𝛼𝜌)𝑆  

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝛼𝜌𝑆 − (𝜇 +

σ(𝜁𝑣𝑒𝐸+𝜁𝑣𝑖𝐼+𝜁𝑣𝑎𝐴)

𝑁
)𝑉  

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

𝜂𝑆(1−𝜌)(𝜁𝑠𝑒𝐸+𝜁𝑠𝑖𝐼+𝜁𝑠𝑎𝐴)

𝑁
+

σ(𝜁𝑣𝑒𝐸+𝜁𝑣𝑖𝐼+𝜁𝑣𝑎𝐴)

𝑁
− (𝜇 + 𝜔 − 𝜃𝜔 + 𝜃𝜛) 𝐸               (1) 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= (1 − 𝜃)𝜔𝐸 − (𝜇 + 𝛾 + 𝛿) 𝐼  

𝑑𝐴

𝑑𝑡
= 𝜃𝜛𝐸 − (𝜇 + 𝜏) 𝐴  

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 + 𝜏𝐴 − 𝜇𝑅.  

Selanjutnya dilakukan penskalaan model dengan mendefinisikan variabel baru 𝑠 =
𝑆

𝑁
, 𝑣 =

𝑉

𝑁
, 

𝑒 =
𝐸

𝑁
, 𝑖 =

𝐼

𝑁
, 𝑎 =

𝐴

𝑁
, dan 𝑟 =

𝑅

𝑁
. Dari sistem persamaan (1) diperoleh sistem persamaan baru 

yang dinyatakan sebagai berikut: 
𝑑𝑠

𝑑𝑡
= Π − 𝜂𝑠(1 − 𝜌)(𝜁𝑠𝑒𝑒 + 𝜁𝑠𝑖𝑖 + 𝜁𝑠𝑎𝑎) − (𝜇 + 𝛼𝜌)𝑠  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= 𝛼𝜌𝑠 − (𝜇 + 𝜎(𝜁𝑣𝑒𝑒 + 𝜁𝑣𝑖𝑖 + 𝜁𝑣𝑎𝑎))𝑣  

𝑑𝑒

𝑑𝑡
= 𝜂𝑠(1 − 𝜌)(𝜁𝑠𝑒𝑒 + 𝜁𝑠𝑖𝑖 + 𝜁𝑠𝑎𝑎) + σ(𝜁𝑣𝑒𝑒 + 𝜁𝑣𝑖𝑖 + 𝜁𝑣𝑎𝑎) − (𝜇 + 𝜔 − 𝜃𝜔 + 𝜃𝜛) 𝑒              (2) 

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= (1 − 𝜃)𝜔𝑒 − (𝜇 + 𝛾 + 𝛿)𝑖  

𝑑𝑎

𝑑𝑡
= 𝜃𝜛𝑒 − (𝜇 + 𝜏)𝑎  

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖 + 𝜏𝑎 − 𝜇𝑟.  

 

3.2. Analisis Model  

Sistem persamaan (2) memiliki dua titik tetap, yaitu titik tetap bebas penyakit 𝐸0 =

(𝑠, 𝑣, 𝑒, 𝑖, 𝑎, 𝑟) = (
Π

𝜇+𝛼𝜌
,

𝛼Π𝜌

𝜇2+𝛼𝜇𝜌
, 0,0,0,0) dan titik tetap endemik 𝐸1 = (𝑠1,𝑣1,𝑒1,𝑖1,𝑎1,𝑟1), dimana: 

𝑠1 =
Π

−𝛼𝜁𝑠𝑎𝜂−𝑒𝜁𝑠𝑒𝜂−𝑖𝜁𝑠𝑖𝜂−𝜇−𝛼𝜌+𝛼𝜁𝑠𝑎𝜂𝜌+𝑒𝜁𝑠𝑒𝜂𝜌+𝑖𝜁𝑠𝑖𝜂𝜌
  

𝑣1 =
𝑠𝛼𝜌

𝜇+𝛼𝜁𝑣𝑎𝜎+𝑒𝜁𝑣𝑒𝜎+𝑖𝜁𝑣𝑖𝜎
  

𝑒1 =
𝛼𝑠𝜁𝑠𝑎𝜂+𝑖𝑠𝜁𝑠𝑎𝜂𝜌−𝑖𝑠𝜁𝑠𝑖𝜂𝜌+𝛼𝑣𝜁𝑣𝑎𝜎+𝑖𝑣𝜁𝑣𝑖𝜎

−𝑠𝜁𝑠𝑒𝜂+𝜇+𝜃𝜛+𝑠𝜁𝑠𝑒𝜂𝜌−𝑣𝜁𝑣𝑒𝜎+𝜔−𝜃𝜔
  

𝑖1 = −
𝑒(−1+𝜃)𝜔

𝛾+𝛿+𝜇
  

𝑎1 =
𝑒𝜃𝜛

𝜇+𝜏
  

𝑟1 =
𝑖𝛾+𝛼𝜏

𝜇
. 
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Selanjutnya, ditentukan bilangan reproduksi dasar (𝑅0) sebagai ambang batas terjadinya 

wabah dengan menggunakan pendekatan the next generation matrix. Berdasarkan 

pendekatan tersebut diperoleh matriks 𝐹 dan 𝑉 yang dievaluasi pada titik tetap 𝐸0, yaitu: 

𝐹 = (
𝑠𝜁𝑠𝑒𝜂(1 − 𝜌) + 𝑣𝜁𝑣𝑒𝜎 𝑠𝜁𝑠𝑖𝜂(1 − 𝜌) + 𝑣𝜁𝑣𝑖𝜎 𝑠𝜁𝑠𝑎𝜂(1 − 𝜌) + 𝑣𝜁𝑣𝑎𝜎

0 0 0
0 0 0

)  

𝑉 = (

𝜇 + 𝜃𝜛 + 𝜔 − 𝜃𝜔 0 0
(−1 + 𝜃)𝜔 𝛾 + 𝛿 + 𝜇 0

−𝜃𝜛 0 𝜇 + 𝜏
). 

Bilangan reproduksi dasar adalah nilai eigen positif terbesar dari matriks 𝐾 = 𝐹𝑉−1, yaitu: 

 

𝑅0 =
Π(−𝜁𝑠𝑒𝜂𝜇(−1+𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑒𝜌𝜎)

𝜇(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜃(𝜛−𝜔)+𝜔
+

𝜃𝜛Π(−𝜁𝑠𝑎𝜂𝜇(−1+𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑎𝜌𝜎)

𝜇(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜏)(𝜇+𝜃(𝜛−𝜔)+𝜔)
+

(1−𝜃)Π(−1+𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑒𝜌𝜎)𝜔

𝜇(𝛾+𝛿+𝜇)(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜃(𝜛−𝜔)+𝜔)
, 

 

atau 𝑅0 = 𝑅1 + 𝑅2 + 𝑅3, di mana: 

𝑅1 =
Π(−𝜁𝑠𝑒𝜂𝜇(−1+𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑒𝜌𝜎)

𝜇(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜃(𝜛−𝜔)+𝜔
, 

𝑅2 =
𝜃𝜛Π(−𝜁𝑠𝑎𝜂𝜇(−1+𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑎𝜌𝜎)

𝜇(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜏)(𝜇+𝜃(𝜛−𝜔)+𝜔)
, 

𝑅3 =
(1−𝜃)Π(−1+𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑒𝜌𝜎)𝜔

𝜇(𝛾+𝛿+𝜇)(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜃(𝜛−𝜔)+𝜔)
. 

 

Teorema 1. Titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 bersifat stabil asimtotik lokal jika 𝑅0 <  1 

dan �̅� > 𝜔. 

Bukti. Untuk memperoleh kestabilan sistem dititik 𝐸0 terlebih dahulu dilakukan penilearan 

disekitar titik kesetimbangan 𝐸0 sehingga diperoleh matriks jacobi 𝐽0 sebagai berikut: 

𝐽0 =

[
 
 
 
 
 
𝐽11 0 𝐽13 𝐽14 𝐽15 0
𝐽21 𝐽22 𝐽23 𝐽24 𝐽25 0
0 0 𝐽33 𝐽34 𝐽35 0
0 0 𝐽43 𝐽44 0 0
0 0 𝐽53 0 𝐽55 0
0 0 0 𝐽64 𝐽65 𝐽66]

 
 
 
 
 

. 

di mana: 

𝐽11 = −𝜇 − 𝛼𝜌    𝐽34 =
𝜁𝑠𝑖𝜂Π(1−𝜌)

𝜇+𝛼𝜌
+ 𝛼

𝑎𝜁𝑣𝑖𝜂Π(1−𝜌)

𝜇2+𝛼𝜌
 

𝐽13 = −
𝜁𝑠𝑒𝜂Π(1−𝜌)

𝜇+𝛼𝜌
     𝐽35 =

𝜁𝑠𝑎𝜂Π(1−𝜌)

𝜇+𝛼𝜌
+ 𝛼

𝑎𝜁𝑣𝑎𝜂Π(1−𝜌)

𝜇2+𝛼𝜌
 

𝐽14 = −
𝜁𝑠𝑖𝜂Π(1−𝜌)

𝜇+𝛼𝜌
     𝐽43 = (1 − 𝜃)𝜔 

𝐽15 = −
𝜁𝑠𝑎𝜂Π(1−𝜌)

𝜇+𝛼𝜌
     𝐽44 = −𝛾 − 𝛿 − 𝜇 

𝐽21 = 𝛼𝜌      𝐽53 = 𝜃𝜛 

𝐽22 = −𝜇     𝐽55 = −𝜇 − 𝜏, 

𝐽23 = −
𝑎𝜁𝑣𝑒𝜂Π(1−𝜌)

𝜇2+𝛼𝜌
     𝐽64 = 𝛾 

𝐽24 = −
𝑎𝜁𝑣𝑖𝜂Π(1−𝜌)

𝜇2+𝛼𝜌
     𝐽65 = 𝜂 

𝐽25 = −
𝑎𝜁𝑣𝑎𝜂Π(1−𝜌)

𝜇2+𝛼𝜌
     𝐽66 = −𝜇 

𝐽33 = −𝜇 − 𝜃𝜛 +
𝜁𝑠𝑒𝜂Π(1−𝜌)

𝜇+𝛼𝜌
+ 𝛼

𝑎𝜁𝑣𝑒𝜂Π(1−𝜌)

𝜇2+𝛼𝜌
− 𝜔 + 𝜃𝜛. 

Nilai eigen dari matriks 𝐽0 ditentukan berdasarkan persamaan karakteristik det(𝜆𝐼 − 𝐽0) = 0. 

atau 
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(𝐽11 − 𝜆)(−𝐽22 + 𝜆)(−𝐽66 + 𝜆)(𝐽35𝐽53(𝐽44 − 𝜆) + (𝐽55 − 𝜆)(𝐽34𝐽43 + (𝐽33 − 𝜆)(−𝐽44 + 𝜆)) = 0.   (3) 

Berdasarkan persamaan (3) terdapat enam nilai eigen dari matriks 𝐽0, dengan tiga diantaranya 

adalah sebagai berikut: 

𝜆1 = −𝜇 − 𝛼𝜌, 𝜆2 = −𝜇, 

𝜆3 = −𝜇. 

Sedangkan tiga nilai eigen lainnya dapat ditemukan pada persamaan berikut: 

𝑎0𝜆
3 + 𝑎1𝜆

2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3 = 0              (4) 

di mana: 

𝑎0 = 1, 

𝑎1 = (1 − 𝑅1)(𝜇 + 𝜃(𝜛 − 𝜔) + 𝜔) + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇) + (𝜇 + 𝜏), 

𝑎2 = (𝜇 + 𝜃(𝜛 − 𝜔) + 𝜔)((1 − 𝑅1 − 𝑅2)(𝜇 + 𝜏) + (1 − 𝑅1 − 𝑅3)(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)) + (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝜇 + 𝜏),  

𝑎3 = (1 − 𝑅0)(𝜇 + 𝜃(𝜛 − 𝜔) + 𝜔)(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝜇 + 𝜏). 

Kondisi 𝑅0 < 1 dan 𝜛 > 𝜔 mengakibatkan 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0, 𝑎3 > 0, dan 𝑎1𝑎2 > 𝑎3. Berdasarkan 

kriteria routh hurwizt (Fisher, 1999) dapat disimpulkan titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 

bersifat stabil asimtotik lokal. 

 

Teorema 2. Titik kesetimbangan endemik 𝐸∗ bersifat stabil asimtotik local jika 𝑅0 > 1. 

Bukti. Misalkan 𝜑 = 𝜁𝑠𝑒 adalah parameter bifurkasi. Misalkan juga 𝑥1 = 𝑠, 𝑥2 = 𝑣, 𝑥3 = 𝑒, 𝑥4 =

𝑖, 𝑥5 = 𝑎, dan 𝑥6 = 𝑟. Akibatnya sistem persamaan (2) berubah menjadi: 

𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) = Π − 𝜂𝑥1(1 − 𝜌)(𝜁𝑠𝑒𝑥3 + 𝜁𝑠𝑖𝑥4 + 𝜁𝑠𝑎𝑥5) − (𝜇 + 𝛼𝜌)𝑥1 

𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) =  𝛼𝜌𝑥1 − (𝜇 + 𝜎(𝜁𝑣𝑒𝑥3 + 𝜁𝑣𝑖𝑥4 + 𝜁𝑣𝑎𝑥5))𝑥2 
𝑓3(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) =  𝜂𝑥1(1 − 𝜌)(𝜁𝑠𝑒𝑥3 + 𝜁𝑠𝑖𝑥4 + 𝜁𝑠𝑎𝑥5) +  𝜎𝑥2(𝜁𝑣𝑒𝑥3 + 𝜁𝑣𝑖𝑥4 + 𝜁𝑣𝑎𝑥5) − (𝜇 + 𝜔 + 𝜃(𝜛 − 𝜔)) 𝑥3 

𝑓4(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) = (1 − 𝜃)𝜔𝑥3 − (𝜇 + 𝛾 + 𝛿) 𝑥4 

𝑓5(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) =  𝜃𝜛𝑥3 − (𝜇 + 𝜏) 𝑥5 

𝑓6(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) =  𝛾𝑥4 + 𝜏𝑥5 − 𝜇𝑥6  

Kondisi 𝑅0 = 1 bersesuain dengan 

𝜑 = 𝜑∗ =
(𝜃(𝛾+𝛿+𝜇)𝜛Π(−𝜁𝑠𝑎𝜂𝜇(−1+𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑎𝜌𝜎)

(𝜂𝜇(𝛾+𝛿+𝜇)Π(−1+𝜌)(𝜇+𝜏))
+

𝛼𝜁𝑣𝑒(𝛾+𝛿+𝜇)Π𝜌𝜎(𝜇+𝜏)+(1−𝜃)Π(−𝜁𝑠𝑖𝜂𝜇(−1+𝜌)

(𝜂𝜇(𝛾+𝛿+𝜇)Π(−1+𝜌)(𝜇+𝜏))
  

               +
𝛼𝜆𝑣𝑖𝜌𝜎(𝜇+𝜏)𝜔−𝜇(𝛾+𝛿+𝜇)(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜏)(𝜇+𝜃(𝜛−𝜔)+𝜔))

(𝜂𝜇(𝛾+𝛿+𝜇)Π(−1+𝜌)(𝜇+𝜏))
 

Pada kondisi 𝑅0 = 1, titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 memiliki lima nilai eigen negatif 

dan satu nilai eigen nol. Nilai eigen nol tersebut memiliki vektor eigen kanan 

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6) dan vektor eigen kiri (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6) sebagai berikut.  

Misal 𝑢5 > 0 bebas, maka 

𝑢1 = −
𝜂𝛱(1−𝜌)((𝛾+𝛿+𝜇)(𝜁𝑠𝑎𝜃𝜛+𝜁𝑠𝑒(𝜇+𝜏) )+𝜁𝑠𝑖(1−𝜃)(𝜇+𝜏)𝜔)

𝜃(𝛾+𝛿+𝜇)𝜛(𝜇+𝛼𝜌)2
𝑢5 < 0,  

𝑢2 = −𝛼𝛱𝜌(
𝜁𝑠𝑎𝜂(1−𝜌)

𝜇(𝜇+𝛼𝜌)2
+

𝜁𝑣𝑎𝜎

𝜇3+𝛼𝜇2𝜌
+

(𝜇+𝜏)((𝛾+𝛿+𝜇)(𝜁𝑠𝑒𝜂𝜇(1−𝜌)+𝜁𝑣𝑒(𝜇+𝛼𝜌)𝜎)+(1−𝜃)(𝜁𝑠𝑖𝜂𝜇(1−𝜌)+𝜁𝑣𝑖(𝜇+𝛼𝜌)𝜎)𝜔)

𝜃𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)𝜛(𝜇+𝛼𝜌)2
)𝑢5 < 0,  

𝑢3 =
(𝜇+𝜏)

𝜃𝜛
𝑢5 > 0,   𝑢4 =

(1−𝜃)(𝜇+𝜏)𝜔

𝜃(𝛾+𝛿+𝜇)𝜛
𝑢5 > 0,  𝑢6 = (

𝜏

𝜇
+

𝛾(1−𝜃)(𝜇+𝜏)𝜔

𝜇𝜃(𝛾+𝛿+𝜇)𝜛
) 𝑢5 > 0.  

Misal 𝑣3 > 0 bebas, maka 

𝑣1 = 𝑣2 = 𝑣6 = 0,  𝑣4 =
𝛱(𝜁𝑠𝑖𝜂𝜇(1−𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑖𝜌𝜎)

𝜇(𝛾+𝛿+𝜇)(𝜇+𝛼𝜌)
𝑣3 > 0,  𝑣5 =

𝛱(𝜁𝑠𝑎𝜂𝜇(1−𝜌)+𝛼𝜁𝑣𝑎𝜌𝜎)

𝜇(𝜇+𝛼𝜌)(𝜇+𝜏)
𝑣3 < 0,  

Menggunakan teorema pada (Castillo-chavez and Song, 2004) didefinisikan 

𝑎 = ∑ 𝑢𝑘𝑢𝑖𝑢𝑗
𝜕2𝑓𝑘

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
(𝑇0, 𝜑∗)6

𝑘,𝑖,𝑗=1                   (5) 

𝑏 = ∑ 𝑢𝑘𝑢𝑖
𝜕2𝑓𝑘

𝜕𝑥𝑖𝜕𝜑
(𝑇0, 𝜑∗)6

𝑘,𝑖,𝑗=1                                                                                                (6) 
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Berdasarkan persamaan (5) dan (6) diperoleh bahwa 

𝑎 = −
𝛱𝜁𝑠𝑎𝜂2𝜃𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)𝜛(−1+𝜌)2Â

𝜃2𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)2𝜛2(𝜇+𝛼𝜌)2
𝑢5

2𝑣3 −
𝛱𝜑∗𝜂2𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)(−1+𝜌)2(𝜇+𝜏)Â

𝜃2𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)2𝜛2(𝜇+𝛼𝜌)2
𝑢5

2𝑣3  

−
𝛱𝜁𝑠𝑖𝜂

2(1−𝜃)𝜇2(−1+𝜌)2(𝜇+𝜏)𝜔Â

𝜃2𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)2𝜛2(𝜇+𝛼𝜌)2
𝑢5

2𝑣3  −
𝛱𝛼𝜁𝑣𝑎𝜃(𝛾+𝛿+𝜇)𝜛𝜌𝜎(Ê+(𝜇+𝜏)((𝛾+𝛿+𝜇)Č+(1−𝜃)Í))

𝜃2𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)2𝜛2(𝜇+𝛼𝜌)2
𝑢5

2𝑣3  

−
𝛱𝛼𝜁𝑣𝑒(𝛾+𝛿+𝜇)𝜌𝜎(𝜇+𝜏)(Ê+(𝜇+𝜏)((𝛾+𝛿+𝜇)Č+(1−𝜃)Í))

𝜃2𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)2𝜛2(𝜇+𝛼𝜌)2
𝑢5

2𝑣3 

−
𝛱𝛼𝜁𝑣𝑖(1−𝜃)𝜌𝜎(𝜇+𝜏)𝜔(Ê+(𝜇+𝜏)((𝛾+𝛿+𝜇)Č+(1−𝜃)Í))

𝜃2𝜇2(𝛾+𝛿+𝜇)2𝜛2(𝜇+𝛼𝜌)2
𝑢5

2𝑣3 < 0  

𝑏 =
𝜂𝛱(1−𝜌)(𝜇+𝜏)

𝜃𝜛(𝜇+𝛼𝜌)
𝑢5𝑣3 > 0  

di mana: 

Â = (𝛾 + 𝛿 + 𝜇)(𝜁𝑠𝑎𝜃𝜛 + 𝜑∗(𝜇 + 𝜏)) + 𝜁𝑠𝑖(1 − 𝜃)(𝜇 + 𝜏)𝜔  

Č = (𝜑∗𝜂𝜇(1 − 𝜌) + 𝜁𝑣𝑒(𝜇 + 𝛼𝜌)𝜎)  
Ê = 𝜁𝑠𝑎𝜂𝜃𝜇(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜛(1 − 𝜌) + 𝜁𝑣𝑎𝜃(𝛾 + 𝛿 + 𝜇)𝜛(𝜇 + 𝛼𝜌)𝜎  

Í = (𝜁𝑠𝑖𝜂𝜇(1 − 𝜌) + 𝜁𝑣𝑖(𝜇 + 𝛼𝜌)𝜎)𝜔. 

Nilai a dan b diatas memenuhi kasus 4 pada (Castillo-chavez and Song, 2004). Hal ini 

menunjukan ketika 𝜑 berubah dari 𝜑 < 𝜑∗ menjadi 𝜑 > 𝜑∗ atau 𝑅0 < 1 menjadi      𝑅0 > 1 akan 

mengakibatkan perubahan pada titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 dari stabil menjadi tidak 

stabil. Selain itu, terjadi perubahan pada titik kesetimbangan endemik 𝐸∗ dari negatif menjadi 

positif dan stabil asimtotik lokal. 

 

3.3. Simulasi Numerik 

Simulasi numerik dilakukan untuk memeperkuat hasil analisis sifat kestabilan dari 

masing-masing titik kesetimbangan menggunakan nilai parameter pada Tabel 2. Hasil 

perhitungan merupakan solusi atau penyelesaian dari sistem persamaan (2). Simulasi numerik 

akan memberikan ilustrasi kapan wabah penyakit akan meningkat atau menghilang dari 

system. Selain itu, simulasi numerik dilakukan untuk mempelajari dinamika populasi manusia 

pada sistem ketika terjadi penyebaran COVID-19 dengan memvariasikan beberapa nilai 

parameter. Nilai awal variabel yang digunakan dalam penelitian ini adalah 𝑠(0) = 0,7844, 

𝑣(0) = 0,3399, 𝑒(0) = 0,00918, 𝑖(0) = 0,01365, 𝑎(0) = 0,007347, dan 𝑟(0) = 0,0005294. 

 

Tabel 2 : Parameter Model 

Parameter 𝑅0 < 1  Sumber 𝑅0 > 1 Sumber 

Π 0,000041 Rinaldi (2021) 0,000041 Rinaldi (2021) 

𝜇 0,0000357 Resmawan (2021) 0,0000357 Resmawan (2021) 

𝜂 0,2 Resmawan (2021) 0,2 Resmawan (2021) 

𝜁𝑠𝑒 0,09 Resmawan (2021) 0,09 Resmawan (2021) 

𝜁𝑠𝑖 0,05 Resmawan (2021) 0,05 Resmawan (2021) 

𝜁𝑠𝑎 0,07 Resmawan (2021) 0,07 Resmawan (2021) 

𝜁𝑣𝑒 0,03 Asumsi 0,03 Asumsi 

𝜁𝑣𝑖 0,02 Asumsi 0,02 Asumsi 
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𝜁𝑣𝑎 0,01 Asumsi 0,01 Asumsi 

𝜃 0,12 Resmawan (2021) 0,12 Resmawan (2021) 

𝜔 0,005 Resmawan (2021) 0,005 Resmawan (2021) 

𝜛 0,00048 Resmawan (2021) 0,00048 Resmawan (2021) 

𝜏 0,854302 Resmawan (2021) 0,01 Asumsi 

𝛾 0,27 Asumsi 0,27 Asumsi 

𝛿 0,06 Asumsi 0,06 Asumsi 

𝛼 0,08 Asumsi 0,002 Asumsi 

𝜌 0,002 Asumsi 0,03 Asumsi 

𝜎 0,01 Asumsi 0,01 Asumsi 

 

3.4. Dinamika Populasi 

Pada tahap ini dilakukan penyelesaian numerik dengan memberikan nilai awal pada 

setiap variabel model dan parameter model sesuai dengan Tabel 2. Terdapat dua kondisi yang 

diamati, yaitu kondisi 𝑅0 < 1 dan 𝑅0 > 1. Hal ini dilakukan untuk melihat kesesuain pergerakan 

dinamika populasi manusia berdasarkan solusi numerik dengan teorema pada sifat kestabilan 

titik kesetimbangan. 
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Gambar 2 : Dinamika Populasi Manusia untuk Kondisi 𝑅0 < 1. 

 

Dinamika populasi manusia pada Gambar 2 menunjukan bahwa jumlah individu 

masing-masing kelas  populasi menuju atau stabil di sekitar titik kesetimbangan bebas 

penyakit. Hasil perhitungan menunjukkan bahwa jumlah individu yang rentan terhadap COVID-

19 mengalami penurunan dari nilai awal hingga mencapai kondisi stabil dititik 𝑠 =  0, 2095 atau 

sekitar 57.822.000 orang. Sedangkan jumlah individu yang divaksin mengalami peningkatan 

dari nilai awal hingga mencapai kondisi stabil dititik 𝑣 =  0, 9389 atau sekitar 259.136.400 

orang. Sedangan jumlah individu yang terpapar dan individu terinfeksi gejala klinis maupun 

terinfeksi tanpa gejala klinis mengalami penurunan nilai awal hingga mencapai kondisi stabil di 

sekitar titik 𝑒 =  0, 𝑖 =  0, , 𝑎 =  0. Adapun jumlah individu yang sembuh mengalami 

peningkatan dari nilai awal, kemudian mengalami penurunan dan stabil di sekitar titik   𝑟 =  0. 

Hal ini dikarenakan tidak ada lagi individu yang terinfeksi COVID-19. 
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Gambar 3 : Dinamika Populasi Manusia untuk Kondisi 𝑅0 > 1. 

 

Dinamika populasi pada Gambar 3 menunjukan bahwa jumlah individu pada masing-

masing kelas populasi menuju atau stabil di sekitar titik kesetimbangan endemik. Jumlah 

individu yang rentan terhadap COVID-19 mengalami penurunan dari nilai awal serta mengalami 

fluktuasi hingga mencapai kondisi stabil pada 𝑠 =  0, 2474 atau sekitar 68.282.000 orang. 

Adapun jumlah individu yang divaksin mengalami penurunan diawal waktu dan seiring 

berjalannya waktu mengalami fluktuasi hingga stabil pada titik 𝑣 =  0, 4022 atau sekitar 

111.007.200 orang. Sedangkan jumlah individu yang terpapar mengalami penurunan dari nilai 

awal hingga mencapai kondisi stabil pada 𝑒 =  0, 0039 atau sekitar 1.076.400 orang. Selain itu, 

jumlah individu yang teinfeksi gejala klinis juga mengalami penurunan dari nilai awal hingga 

mencapai kondisi stabil pada  𝑖 =  0, 00005282 atau sekitar 14.578, orang. Begitu juga dengan 

jumlah individu yang teinfeksi tanpa gejala klinis mengalami penurunan dari nilai awal hingga 

mencapai kondisi stabil pada    𝑎 =  0, 00002274 atau sekitar 62.7624 orang. Terakhir, jumlah 
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individu yang sembuh dari COVID-19 mengalami peningkatan dari nilai awal serta mengalami 

fluktuasi hingga stabil pada titik   𝑟 =  0, 4059 atau sekitar 112.028.400 orang. 

 

3.5. Dinamika Populasi Terhadap Perubahan Nilai Parameter 

Perhitungan selanjutnya adalah melakukan perubahan nilai parameter untuk melihat 

pengaruhnya terhadap dinamika populasi manusia. Adapun parameter yang digunakan adalah 

parameter 𝜂 menyatakan peluang infeksi setelah kontak antara individu terinfeksi dengan 

individu rentan tanpa vaksinasi dan parameter 𝛼 menyatakan proporsi individu rentan yang 

diberikan vaksin terhadap penyebaran COVID-19 pada dinamika populasi. 

 

    

 

  

  Gambar 4 : Pengaruh Parameter 𝜂 terhadap Dinamika Populasi Manusia. 

 

Pada Gambar 4, perubahan dari nilai peluang infeksi setelah kontak antara individu 

terinfeksi dengan individu rentan tanpa vaksinasi memberikan pengaruh yang besar terhadap 

perubahan jumlah individu rentan, jumlah individu yang divaksin dan jumlah individu sembuh. 

Jika peluang infeksi setelah kontak antara individu terinfeksi dengan individu rentan tanpa 

vaksinasi diperbesar dan parameter lain dibuat konstan, maka hal ini akan menyebabkan 
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semakin berkurangnya jumlah individu rentan dan individu yang divaksin. Sedangkan jumlah 

inidividu yang sembuh dari COVID-19 mengalami peningkatan akibat dari perubahan nilai 

parameter tersebut. Selain itu, peningkatan nilai parameter 𝜂 dapat mepercepat terjadinya 

peningkatan pada jumlah individu yang terpapar, terinfeksi dengan gejala, dan terinfeksi tanpa 

gejala. 
 

    

  

   

Gambar 5 : Pengaruh Parameter 𝛼 terhadap Dinamika Populasi Manusia. 
 

Berdasarkan Gambar 5 dapat dilihat bahwa peningkatan laju vaksinasi dapat 

mengurangi jumlah individu rentan dan meningkatkan jumlah individu yang divaksin. 

Peningkatan laju vaksinasi juga dapat meperlambat terjadinya penularan COVID-19, hal ini 

terlihat dari penurunan jumlah individu yang terpapar akibat penambahan nilai parameter 𝛼. 

Hal ini mengakibatkan jumlah individu yang sembuh menjadi berkurang. Dengan demikian 

dapat dinyatakan bahwa peningkatan laju vaksinai adalah cara yang bisa dilakukan untuk 

mengurangi penyebaran penyakit COVID-19. 
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IV. KESIMPULAN 

Model matematika penyebaran COVID-19 tipe SVEIAR memiliki dua titik kesetimbangan yaitu 

titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 dan titik kesetimbangan endemik 𝐸∗. Titik kesetimbangan bebas 

penyakit 𝐸0 bersifat stabil asimtotik loka jika 𝑅0 < 1. Sedangkan titik kesetimbangan endemik 𝐸∗ 

bersifat stabil jika 𝑅0 > 1. Pemberian vaksin dapat memperlambat dan mengurangi resiko terjadinya 

penyebaran COVID-19.  
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