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Abstrak

Demam Berdarah Dengue (DBD) masih merupakan masalah serius di Indonesia dan menjadi ancaman
bagi setiap orang khususnya mereka yang tinggal di daerah perkotaan. Data menunjukkan bahwa
hampir setiap periode lima tahun pemerintah menetapkan kasus DBD sebagai Keadaan Luar Biasa
(KLB) akibat tingkat kematian yang tinggi. Meskipun upaya-upaya pencegahan telah banyak dilakukan
oleh pemerintah, namun hasilnya belum optimal bahkan ada kecenderungan peningkatan kasus yang
signifikan setiap tahunnya. Penelitian ini memperkenalkan model matematika proses stokastik sebagai
waktu kontinu rantai Markov (WKRM) dengan metode penskalaan untuk menjelaskan proses diamika
penyebaran DBD pada populasi tertutup. Selanjutnya, juga ditunjukkan dinamika perilaku proses
stokastik merupakan rata-rata dari prediksi model deterministik. Hasilnya menunjukkan bahwa jika
basic reproduction ratio (R, >1), perilaku kestabilan proses stokastik akan mendekati titik
kesetimbangan endemik, dan sebalikyan jika R, <1 maka akan mendekati titik kesetimbangan bebas
penyakit.
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. LATAR BELAKANG

DBD disebabkan oleh virus dengue melalui gigitan nyamuk aedes Aegypti betina (vector)
yang telah tertular virus dari host. Meskipun penyakit DBD sudah di kenal lebih dari tiga abad, akan
tetapi obat antiviral yang efektif (vaksin) belum berhasil ditemukan. Iklim tropis Indonesia yang
mendukung berkembang biaknya nyamuk aedes Aegypti merupakan salah satu faktor dalam
memperluas wabah DBD tersebut dan telah menjadi ancaman serius bagi semua orang. Oleh
karena itu, pemerintah telah menjadikan pencegahan kasus DBD menjadi program kesehatan
nasional. Peningkatan kasus yang signifikan setiap tahunnya di banyak daerah di Indonesia
menunjukkan bahwa pencegahan DBD masih belum optimal dan masih menjadi pekerjaan yang
sangat sulit. Untuk itu maka diperlukan suatu upaya mendapatkan strategi pencegahan yang efektif
dan efisien. Pendekatan quantitatif melalui pengembangan model stokastik dinamika penyebaran
DBD akan membantu dalam mengevaluasi efektifitas beberapa skenario pencegahan yang mungkin.

Model matematika penyebaran DBD telah banyak dipublikasi dengan mempertimbangkan
berbagai aspek. Misalnya [1, 2, 3, 4, 5] menjelaskan penyebaran DBD dalam satu populasi yang
homogen. Semua model yang dikembangkan tersebut, masih dalam bentuk pendekatan
deterministik. Pendekatan ini tentunya mengabaikan faktor ketidakpastian, sementara dalam setiap

kehidupan nyata selalu ada unsur ketidakpastian. Untuk itu, maka akan di kembangkan model
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stokastik yang tentunya akan lebih realistis oleh karena memasukkan faktor random atau
ketidakpastian.

II.  TINJAUAN PUSTAKA
1.1 Model Populasi Tertutup

Model populasi tertutup diasumsikan bahwa ukuran populasi selalu konstan (N) baik host
(manusia) dan vektor (naymuk), dalam artian bahwa laju kelahiran dan kematian sebanding.
Populasi host diasumsikan kedalam dua kategori yaitu individu yang siap terinfeksi (susceptible host
, Sy, ) dan individu yang terinfeksi penyakit (infected host, |, ), sedangkan populasi vektor juga dibagi
kedalam dua kategori yaitu nyamuk yang siap terinfeksi (susceptible vector, S,) dan nyamuk yang
terinfeksi penyakit (infected vector, 1,). S, hanya menerima infeksi dari |, malalui gigitan nyamuk
untuk menjadi 1, dan S, juga hanya kasus dari 1, untuk menjadi I,. Proses ini diknala dengan

proses infeksi timbal balik, selanjutnya diberikan pada Gambar 1.

Tﬂ“ Tﬂh

a ﬂ"
h suscetible infected
host host
—==_ _ 7 =
suscetible infected
vector Yes vector

Gambar 1. Skema pemodelan. Susceptible host (vector) terinfeksi oleh vector (host) melalui
gigitan, diindikasikan dengan garis putus-putus.

Misalkan variabel random S, , 1,, S,, dan |, merepresentasikan jumlah susceptible host,
infected host, suscpetible vector, dan infected vector. Diasumsikan bahwa susceptible host (vector)
akan terinfeksi oleh infeksi vector (host) dengan laju proporsional pertahun masing-masing adalah
B, danp,, laju recovery y,, serta N, (t)=S,(t)+1,(t) dan N,(t)=S,(t)+1,(t). Selanjutnya, laju
kematian baik host dan vector adalah gy, dany,, serta laju kematian vector akibat intervensi

diasmsikan g, .
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Misalkan proses stokastik (X (t),t>0), dengan X(t) = (S (), 1, (), S, (1)1, (1), dan
E cN*, dimana N adalah himpunan integer positif (termasuk nol), sehingga WKRM pada X (t + At)
hanya dipengaruhi oleh X(t), hal ini juga telah diuraikan oleh [7]. Oleh karena itu, untuk interval
waktu At yang sangat kecil, diasumsikan bahwa: 1) setiap keliharan pada host akan masuk pada
susceptible host , 2) susceptible host akan terinfeksi, 3) susceptible host meninggal (kematian
alami), 4) infected host akan kembali ke keadaan susceptible host, 5) infected host akan meninggal
(kematian alami, 6) keliharan pada vektor akan masuk pada susceptible vector, 7) susceptible vector
akan terinfeksi, 8) susceptible vector mati (kematian alami dan akibat intervensi), dan kejadian-

kejadian lain akan diabaikan (Gambar 2).

3
: :
G
1 5
> :
8 6

Gambar 2. Skema transisi dari keadaan k ke keadaan lainnya, merepresentasikan unit vector ke-i
Misalkan bahwa sistem pada waktu t adalah keadaan pada k =(s,.i,S,.i,). k € E, sehingga
untuk interval waktu At, proses dari k ke k+l dengan probabilitas g, ,, At, dimana laju transisi

dy 1 di berikan sebagai berikut:

apNy + iy, =g
HpSns I =—e
i
B ——sp l=e;-¢
sy +iy
(un + 71)ip =6
qk,k+l = ava I = e3 (1)
(ny +.:uvc)sv =€
i
ﬂv . —S, I= €46
s, +ip,
(uty + pyediy I=-e,
0, lainnya

1.2 Dependensi DensitaS
Untuk mempelajari perilaku model stikastik yang diformulasikan pada bagian 2 diatas, akan

dirujuk penelitian yang diberikan oleh [6].
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Definisi 3.1.Misalkan keluarga parameter WKRM (XM (t),t>0),E c Z* dan laju transisi (95)

dikatakan dependensi densitas jika ada fungsi kontinu f(x1):R‘xZ® > R, sehingga
O k1 = Nf[%JJ, | =0 dan k,1eZ9.

Misalkan (X (t)= X" (t),t >0) adalah proses dependensi densitas, sehingga penskalaan
dengan N diperoleh  WKMR yang lainnya ( Xy (t),t >0), sehingga berlaku X (t) = & X (t) . Dalam
hal ini kondisi X, (t) konvergen ke proses deterministic yang merupakan solusi dari persamaan
diferensial biasa (PDB), yang diberikan sebagai berikut:

F() = Y If(x1) (2)

lezd

Teorema 3.1. (approksimasi deterministik). Jika ada (a) himpunan terbuka E c R dimana fungsi
f(x,1) tertutup untuk setiap | dan (b) fungsi F adalah kontinu Lipschitz pada E, maka untuk setiap

trajektori (x(z,%,),7>0) memenuhi sistim PDE

L x(e.%) = FX(7. %))
T

X(0,%0) =Xy, X(7,%X) € E, 0<7<t
limy,., Xy(©0)=X%,,Y0 >0,

limy ., P[sup|xn (7) = X(z, %) > 5] =0,Vt >0.
<t
Bukti Teorema 3.1 dapat dilihat pada [8]. Teorema 3.1 menjelaskan bahwa proses X, (t) dapat

didekati dengan PDE orde-1, untuk N yang cukup besar. Matriks Jacobian didefinisikan dengan
H =H(x) = (h; (x):

_oR(¥)
h; (x) = —6)(] 3)
1.3 Analisis

Untuk mempelajari perilaku (X (t),t > 0) dengan laju transisi q ., yang telah diberikan pada
persamaan (1), maka proses Markov dari dependensi densitas yang diparamerisasi oleh N,

diperoleh skala proses markov X (t) =+ X (t) =& €, (t).i, (t).s, (t).i, (t) . Didefinisikan fungsi

andytrnXy, =g
HnXq, I=-¢
Y2
h———X, l=¢,—¢
Yi+Y2
(4n +70)%, =-€
fl) =4, 4, I=e, ()
(,uv + .uvc)Y1 I = —€3
X
B—2—y, l=e,-¢
X; + X,
(/Iv +#vc)y2 I = —94
0, lainnya

dengan x =-£=(x,%,,¥1,Y,) -

13



Analisis RO Model Stokastik Penyebaran DBD Pada Populasi Tertufup

Untuk N —> oo, sehingga berdasarkan Teorema 3.1 dan persamaan (4), diperoleh

approksimasi deterministik

dx Y2

d_tlzahlh +VnXo — HnX = By i+ Y, %

dditz:ﬂh ylizyz Xp = (Un +70) %2

%wvzv—(uvwvc)w—ﬂv)&—zxzﬁ ©
dditzzﬂv)(l)i—zxzyl—(#v+#vc)y2

Berdasarkan persamaan (4) dan (2), diperoleh fungsi F

Y2
Y1tV

A + VnXp = HpXy = By X

Yo
Bn X1 = (Hn +70)%,
F(x) = itV (6)

X2
y
X + Xy

ay — (,uv + ﬂvc)yl _ﬂv 1

X
;Bv < Y- (:uv + #vc)yz
Xy + Xy

Selanjutnya, berdasarkan Teorema 3.1, dinamika proses ( X (t),t > 0 ) dapat didekati dengan

PDE orde-1: x (t)=F(x), N > (7)
1.4 Titik Equlibrium Dan Kestabilannya

Misalkan X" =(x,% ,¥;,Y, ) merupakan titik-titk equilibrium dari (7), sehingga titik
equilibrium bebas penyakit, diberikan oleh

X =04 =4 =0y =4, =0 o
Ketidakhadiran penyakit (x, =y, =0), sehingga fraksi susceptible baik host maupun vector akan
konstan yaitu xl:xl*:% dan ylzyl*:%. Perilaku asismtotik bebas penyakit dijelaskan pada
teorema berikut.
Teorema 5.1. Titik equilibrium bebas penyakit Xl* pada (8) dikatakan stabil asimtotik lokal jika dan
hanya jika R, <1 dan tidak stabil jika R, >1.

Matriks Jacobian dari (6) adalah

Yo Y2 Y1

=| ty + By ] Hy i X - B X

[ 1t Y2 (Y1+y2)2 ' (Y1+YZ)2 '

h iz =ty +71) - b Y2 7 X hiy1 7 X1

H(x) = Y1+, (Y1 +Y2) (Y1+Y2) (9)
X X X.
bV BV | e+ B 0
(% +X,) (¥ +%,) X+ X,
X2 X X2

- —(u, +
_ By 1)’ i B 1)’ o b X+ X, Y1 (a4, + t1yc) ]
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Evaluasi (9) pada Xl*, diperoleh

—Hy Hp 0 =B
. 0 - + 0
H(X)) = (4n +71) . P
0 _ﬂh - <‘v + Hye 0
0 ﬂh 0 _(/uv +:uvc)

(10)

Jika bagian positif dari semua nilai eigen matriks (10), maka kesetimbangan bebas penyakit akan

stabil asismtotik local. Matriks (10) mempunyai empat nilai eigen yaitu

1 1
L=r=—=A+=B
n :_/'lh‘ I =_(/uv +;uvc), 3 4 2 2 ,

dimana
1 1 1 1

A=—+—+—+
Hp 7h Hy Hye

B= !

Iiie = 2k + 2ty g = 2 fhye + V" = 270ty + 270ty + 17 = 2ttty + ty” + 4B,
Berdasarkan (11) kestabilan bebas penyakit ditentukan dari r3 atau r4 , karena yang lainnya

selalu negatif untuk parameter-parameter non-negatif 14,14, 14,.. Sehingga, kesetimbangan bebas

penyakit akan stabil jika dan hanya jika A>B (Ry <1) dan tidak stabil tidak dan hanya jika

A<+B (Ry >1)_

Positif endemik equilibrium dari (6) diperoleh

X; :(xl*:ﬂ,x;:o,yl* - ,yz* =0
Hn xuv+tuvc

Matriks Jacobian dari (12) adalah

(04 + ]
- iy 1y 0 _ﬁh h(/uv /uvc)
avluh
0 —Gnrn) 0 it
H(Xz*)z Y v:uh
0 _ﬁh Hn&y
an(uy + Hye)
Q,
0 AT 0 ()
an (1 + Hye) |

Matriks (13) mempunyai empat nilai eigen, yaitu

n=-t, 1,=0 21, N0 -9
dimana,

¢ = (/uh/'lvc F Vnbye + Hybye +/uvc2) ,

(12)

(13)

(14)

2 2 2 2 3 2 2 3

0= iy by + 22UV nthye — 20ty — 2Hnfye T Vnbve — 2VnMubbe — 2V nbe
2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 3
+/Uv :uvc +2:uv:uvc +/uvc +8:uh :Bh avﬂvﬂvc +4ﬂh ﬁh ay iy, /Jvc +4ﬂh ﬁh avﬂvc

Jika \/5 >¢ maka R, >1, berakibat akan terjadi endemik dan stabil.
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lll. METODE PENELITIAN
Adapun metode yang akan digunakan dalam menyelesaikan penelitian ini adalah metode

pengumpulan data dari instansi yang terkait dan metode kepustakaan (Library Research).
IV. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini, akan diilustrasikan perilaku variasi model stokastik dan pendekatan
deterministiknya, melalui simulasi numerik. Parameter-parameter yang digunakan sama untuk setiap
experimen: laju kematian alami host 4, =0,02 (expetasi hidup 50 tahun), «, =, =1 artinya rasio
recruitmen susceptible baru 50:50 untuk host dan vector. Simulasi ini, difokuskan pada seting laju
infeksi (4, dangf,) untuk menentukan perilaku titik kestabilan bebas penyakit, sementara
parameter-parameter lainnya diseting tetap. Gambar 3 menjelaskan perilaku penyakit untuk R, <1
yang akan stabil menuju titik kesetimbangan bebas penyakit, dan untuk R, >1 terlihat bahwa

penyakit akan menuiju titik endemik dan stabil pada titik tersebut.

log(IhiN)

Ro<1

14 ] -15
15 i
JARF 4
B F i
17 E -17 k
BT 1 I I . . 1 1 1 1
0 10 20 a0 40 a0 60 70 &) a0 100 18 | L L L L I L L I
waktu (tahun) 0 020 3 40 50 BD 70 80 80 100
waktu (tahun)
a b

Gambar 3. llustrasi perilaku penyakit dari pendekatan deterministic dengan tiga nilai £, dan £,

yang berbeda g, =B, =04,R, >1 3, =3, =0.28,R, =L 3, = B, =0.07,R, <1)

Eksperimen numerik yang digunakan adalah mengambil nilai awal parameter: 100
susceptible host, 1000 susceptible vector, 0 infceted host, dan 100 infected vector, sehingga N =
1200. Gambar 4 menjelaskan dinamika model stokastik dan model deterministik, terlihat bahwa
model deterministik merupakan rata-rata dari model stokastik. Pada Gambar 4 ini juga terlihta bahwa
model deterministik bukan merupakan pendekatan yang realistik karena akan konstan untuk waktu
yang lama, sedangkan model stokastik akan terjadi perubahan setiap saat, hal ini sesuai dengan

kenyaan sehari-hari.
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Gambar 4. Perilaku model stokastik dan model deterministik versus waktu. (a) host (susceptible

dan infected), (b) vector (susceptible dan infected)

V. KESIMPULAN

Penelitian ini telah diformulasikan model stokastik yang realisitik untuk penyebaran DBD pada
populasi tertutup. Basic reproduktion ratio (RO) menjelaskan perilaku titik-titik equilibrium dari model
yang disusun, pada saat RO >1 kasus DBD akan menuju kasus endemik dan stabil, artinya bahwa
satu orang saja yang menderita kasus DBD pada populasi tersebut akan menginvasi yang lainnya
dan akan terjadi wabah pada populasi tersebut, atau sering di kenal dengan kejadian luar biasa
(KLB), hal ini terjadi ketika laju transmisinya mencapai ( 5, = B, =0.4). Demikian sebaliknya, jika
B, =B, =007 penyebaran DBD pada populasi tersebut akan menuju pada keadaan bebas
penyakit, artinya bahwa satu saja yang terinfeksi kasus DBD tidak akan mempengaruhi yang lainya
(kasus DBD akan lenyap).

Penelitian selanjutnya akan difokuskan pada model stokastik untuk populasi terbuka dan

multipopulasi, dengan memperhatikan ketidakhomogenan antar populasi.
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