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Abstrak

Perluasan Transformasi Fourier (TF) ke bidang aljabar quaternion saat ini semakin berkembang. Transformasi
fourier quaternion (TFQ) memiliki aplikasi penting dalam berbagai bidang, khususnya dalam bidang pengolahan
citra. Sifat quaternion yang tidak komutatif terhadap perkalian menghasilkan tiga tipe dari TFQ. Tulisan ini akan
menjelaskan TFQsatu sisibeberapa sifat penting termasuk konvolusinya.

I PENDAHULUAN

Transformasi Fourier (TF) memiliki beberapa cabang penting yang telah banyak diaplikasikan
dalam berbagai bidang. Salah satu diantaranya adalah transformasi fourier diskrit (TFD). TFD
merupakan transformasi fourier pada domain diskrit. Bracewell (2000) dalam Sangwine dan Ell
(2012) menyatakan bahwa diantara kegunaan TFD adalah dalam pengolahan signal dan citra serta

bidang lainnya.

Bidang transformasi fourier (TF) saat ini telah mengalami perkembangan ke bidang aljabar
quaternion yang dikenal dengan transformasi fourier quaternion (TFQ). Hitzer (2006) menyatakan
bahwa TFQ aplikasi yang penting dalam persamaan differensial parsial, pengolahan citra dan
implementasi optimasi secara numerik. Pada pengolahan data citra khususnya, Pei dkk (2001)

menyatakan bahwa TFQ berperan dalam perbaikan citra, deteksi tepi dan kompresi citra.

Quaternion sendiri merupakan perluasan bilangan-bilangan kompleks untuk aljabar empat
dimensi dengan satu bagian real dan tiga bagian imajiner. Quaternion merupakan aljabar non
komutatif namun memenuhi syarat asosiatif. Tulisan ini akan menunjukkan definisi TFQ satu sisi,

beberapa sifat penting serta konvolusinya.

Il METODE PENELITIAN
Penelitian ini merupakan penelitian bersifat kualitatif dengan melakukan kajian pustaka

melalui pengumpulan dan mengkaji materi-materi yang berkaitan dengan penelitian seperti
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quaternion dan TF. Selanjutnya dari materi tersebut, dilakukan penyusunan definisi dan
teorema TFQ satu sisi.

HASIL DAN PEMBAHASAN

3.1. Aljabar Quaternion H

Quaternion merupakan perluasan bilangan-bilangan kompleks untuk aljabar empat
dimensi yang awalnya berasal dari ketidak berhasilan perluasan bilangan kompleks untuk
aljabar dimensi tiga (Triplets) karena operasi perkaliannya tidak bersifat tertutup berdasarkan
elemen-elemen {1, i, j}. (Mawardi dkk, 2007)

a. Definisi Quaternion
Quaternion merupakan kombinasi linier skalar real dan tiga satuan imajiner

orthogonal (dilambangkan j j dan k) dengan koefisien-koefisien real, yang dituliskan

sebagai

H={q=a,+ ia,+ ja,tKds}, Qgy Qqs Ggeerrerreeeirieeiicinieeiesceescs s (1)
dimana elemen-elemen /, j dan k& memenuhi sifat perkalian Hamiltonian sebagai
berikut :

i2=122K2= -1, ij= -ji=K, K= -KjZi, KIZ 5IKZ] ©eeveeeeeeeereeeeeeeeeeeeeee e @)

Quaternion ini dapat kita tuliskan secara sederhana sebagai penjumlahan
skalar go dan quaternion 3D murni g,yaitu
9= Qg+ g7 o+ IGO0y KQg oo (3)
dimana go adalah bagian skalar dan dilambangkan dengan q, = Sc(q) dan g = iq, +
jq. + kqs; dinamakan sebagai bagian vektor. Konjugat quaternion g diperoleh dengan

mengganti tanda bagian vektor, yaitu

G=0-0=0 104 j0p"KGguerererriiimcieieieie e 4)

b. Sifat-sifat Bilangan Quaternion

Misalkan diberikan quaternion ,q,p,q, maka berikut adalah sifat-sifat bilangan
quaternion :
i) p+q=p+q
i) pq = qp (sifat anti involusi)
iii) qq = gp (sifat assosiatif)
V) gl = a7 = ai+ ai + a3 + &

-1 _ q

V) = (Invers ge F\{0}
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3.2.

Transformasi Fourier (TF)
Definisi dan sifat-sifat TF pada bagian ini merujuk pada Mawardi dkk. (2013) yang

dinyatakan sebagai berikut.

3.3.

Definisi Transformasi Fourier

Misalkan f adalah sebuah fungsi yang terletak di L'(R ). Transformasi fourier

dari f dinyatakan sebagai

F @) = F(@) = = [7 FOITX i (5)
sedangkan invers dari f(w) dinyatakan sebagai
FHANC) = F@) = = [T F@Ie T A0 i (6)

Sifat-Sifat Transformasi Fourier

Sifat-sifat dasar bagi TF ditunjukkan sebagai berikut.

Linearitas

Jika dua buah fungsi f, g € Ll(J«“ ) dan ¢, f adalah sebarang konstanta, maka :
Aaf + BgHw) = aZfIHw)AGH®) F Beeeieieieee e (7)
Pergeseran

Misalkan fungsi f € L*(® ), pergeseran f didefinisikan oleh 7, f(x) = f(x — k),

maka :
AT fHw) = 7K FLFIW) e (8)
Modulasi

Misalkan feL'(R ), dan w,€R. Modulasi f didefinisikan oleh
M, f(x) = el@oX f(x), transformasi fourier dari modulasi f didefinisikan oleh :
%Mwof}(a)) = ZL D — () cvveereeiiieeiee ettt 9)
Pergeseran frekuensi-waktu

Misalkan f € L'(R), dan w, € R. TF dari pergeseran ini berbentuk

AM T, [ @) = €7HFF(@ = 00) cvvveerceecicicieicecccee s (10)

Transformasi Fourier Quaternion (TFQ) satu sisi

Bagian ini akan dijelaskan definisi TFQ satu sisi serta sifat-sifat dasar yang penting

bagi TFQ, dimana f(x) = fy(x) + if, (x) + jfo(x) + kf;(x) adalah fungsi bernilai quaternion.

TFQ satu sisi
Definisi :

Misalkan f suatu fungsi bernilai quaternion, dan y? = —1. TFQ satu sisi pada

f € L}(R ;H) adalah fungsi Z{f}: & - & yang diberikan oleh :
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Z{f} ) = f(w) = ff (X))@ THDXGX e (11)
dimana x = xe, w = we, dan eksponensial quaternion e #®* adalah kernel Fourier
quaternion yang dapat diubah menjadi :

e THOY = COS WX — JLSIN WX 1eeiiiiiiieiiiie it (12)

Berdasarkan bentuk Euler pada perkalian eksponensial quaternion di atas,

maka persamaan (11) dapat ditulis dalam bentuk

F{f} (@) = [ 2 f (X)(COS WX — P SIN WX).cvoiririieiiiniciis (13)

Teorema 1 (Invers TFQ satu sisi)

Berdasarkan definisi TFQ satu sisi, maka diperoleh invers untuk TFQ satu sisi adalah
sebagai berikut

T A = fo) = (zn) —— [ FH @)@ oo (14)

Selanjutnya kita akan menunjukkan empat sifat dasar dari TFQ satu sisi.

Teorema 2 (Linearitas)

Misalkan fungsi f, g € L*(®), dan «, § adalah sebarang konstanta, maka

Flaf + Bg}(w) = aZ{fHw) + BL{GH®W) o, (15)
Bukti.

Berdasarkan definisi TFQ satu sisi, diperoleh

Filaf +p9)(@) = [ (/GO + o) e moxdx

jaf(x)e““‘”‘dx+]ﬁg(x)e_’“‘)xdx
= aZ{f}w) + B {g}(w)

dengan demikian teorema 2 terbukti.

Teorema 3 (Pergeseran)
Misalkan fungsi f € L'*(R), pergeseran f didefinisikan oleh t,f(x) = f(x — k), maka

pergeseran TFQ satu sisi didefinisikan oleh

Fg(Tef )W) = ZZ{fH@)e ™K i (16)
Bukti.

Flf D)) = [ &= e
Misalkan t = x — k, maka persamaan di atas menjadi

%{ka(x)}(w) = f,f(t) e~ POE+K) 4y
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f f(t) emPoXorok gy

= F{f@eHok,

dengan demikian teroema 3 terbukti.

Teorema 4 (modulasi)

Misalkan f € L*(&), dan w, € R. Modulasi f didefinisikan oleh M,, f(x) = f(x)et®o*,
transformasi fourier dari modulasi f didefinisikan oleh

,%{Mwof}(a)) = F{fHw — 00) oo 17)

Bukti.

Dari definisi TFQ satu sisi diperoleh

Z{Ma,f)@) = F{F @RI (@) = [ £ @emsoremord

= ff(x)e"‘(“"“’ﬂ)"dx

= Z{fHw — w).

dengan demikian, teorema modulasi fungsi quaternion terbukti.

Teorema 5 (Pergeseran frekuensi-waktu)

Misalkan f € L*(R). Jika komposisi translasi dan modulasi fungsi f didefinisikan
sebagai M, 7, f (x) = f(x — xo)e#“o*, maka TFQ satu sisi berbentuk

%{Mwurkf}(a)) = Z{fHw — wg)eM@TP0%0 e, (18)

Buki.
F{Ma, T Y0) = Ff G = x)e o) (@) = [ £ = wpdereorerordx
Misalkan t = x — xy, maka

= ff(t)e—u(w—wo)teu(w—wo)x(;dx

= F{f}w — w)er@ w0,

b. Teorema Konvolusi pada TFQ satu sisi
Di antara sifat penting dalam TFQ adalah konvolusi dan korelasi. Pada bagian
ini akan ditunjukkan definisi konvolusi dan korelasi untuk TFQ satu sisi serta

konjugatnya.
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Definisi
Misalkan f,g € L*(R). Konvolusi f dan g, yang dinotasikan dengan f * g didefinisikan

sebagai

(f *9)(x) = j FWgGe - .

Teorema 6 (Konvolusi TFQ satu sisi)
Misalkan f,g € L'(R) adalah dua fungsi bernilai quaternion. TFQ satu sisi dari

konvolusi f, g dinyatakan oleh
F{f * g} (@) = F{g} () Z{fo(x — D} (w) + iF{g}w) Z{fi(x — O} w) +
J % G} @) Ffo (& = DNk F{g) (@) {fs (x = D}(@) oo (19)

Bukti.
Misalkan f, g € L*(R). TFQ satu sisi dari konvolusi f, g dinyatakan oleh

F{f * g} (w) = ff f()glx — t)e Mo%dxdt
Misalkan y = x ;t, maka

F(f * g} w) = f Lf(t) P
= Lf(t) Lg(y)e—#wydye_”wtdt
- Lf(t)%{g} (w)e~Hotdt.

Mengingat sifat nonkomutatif terhadap perkalian pada quaternion, maka fungsi
f() akan didekomposisi menjadi f(t) = f,(¢t) + ifi(t) + jfo(t) + kf;(t), sehingga
diperoleh

TS * g} w) = L(f"(t) +ifi () +jf(0) + kfs(0) F{g} (w)e ™ dt

= ﬁ (fo(O)FlgHw) + if; () Z{gHw) + jf2(t) Z{g}(w)
+kf3 () Z{g} (@) )e TPt o (20)

Karena fy, f1, f>, f3 adalah fungsi bernilai riil dengan variabel t, maka persamaan (20)

dapat ditulis menjadi

Jlf * g} (w) = j(%{g}(w)fo(t) +i7{g} (@) f1(0) + jF g} (@) f>(0)

T LGH@F(D) X €HOGL vt 21)
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Iv.

Persamaan (21) dapat disederhanakan menjadi
TS * 9w = F{g}w) f fo(Oe ot dt +1.7{g}(w) f fi®erotde

+j /q{g}(a))f fo(B)eHotdt + k/q{g}(a))f fz(t)e rotdt ... (22)

Berdasarkan definisi TFQ satu sisi, maka persamaan (22) dapat dinyatakan
sebagai berikut.
Z{f * g} (@) = F{g} () F{fo}w) + i {g} () F{f1}(w) + j Z{g} (@) Z{f2}(w)
kZ{gHw) Z{f33(@) oo, (23)
Karena y = x — t, maka sebagai bentuk akhir Z{f * g}(w), substitusi nilai y, diperoleh
F{f * g} @) = F{g} () F{fo(x — D} (w) + iF{gHw) Z{fi(x — )} (w)
+j 79} (@) Z{fo (x — OH)kF{gHw) F 5 (x = D} @) ... (24)

dengan demikian teorema 6 terbukti.

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, penelitian ini memperoleh rumusan definisi TFQ satu sisi

serta teorema terkait sifat linearitas, pergeseran, modulasi dan pergeseran waktu-frekuensi. Definisi

konvolusi serta TFQ satu sisi bagi konvolusinya juga diperoleh.
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